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Wieloetapowe zadania problemowe szansą rozwoju ucznia zdolnego 

na lekcji matematyki. 

 

 Streszczenie. Pracujmy z uczniami zdolnymi na lekcji matematyki, nie tylko na zajęciach dodatkowych 

przygotowując ich do konkursów czy olimpiad matematycznych, podzielmy się dobrymi doświadczeniami jak to 

robimy w praktyce – taka była myśl przewodnia prowadzonych przeze mnie warsztatów podczas XXI KK SNM 

„Zdolny matematyczne - twórczy w życiu”. Wieloetapowe zadania otwarte rozwiązywane na lekcji dają szansę 

zajmowania się tym samym zagadnieniem matematycznym wszystkim uczniom w miarę ich możliwości, jeśli 

odpowiednio zorganizujemy im pracę samodzielną i stworzymy warunki do współpracy. Mając rozeznanie w 

tym co z łatwością przychodzi uczniom a w czym napotykają trudności i w czym potrzebują pomocy, możemy 

skuteczniej uczyć matematyki i rozwijać uczniów uzdolnionych matematycznie. Przejawy uzdolnień 

matematycznych uczniów zostały opisane na podstawie obserwacji zachowań uczniów na lekcjach matematyki. 

Opis tych przejawów uzupełniony został krótkim przeglądem wniosków z prowadzonych badań 

psychologicznych i edukacyjnych nad uzdolnieniami matematycznymi uczniów, po to by nauczyciel mógł 

trafniej rozpoznawać przejawy tych zdolności i lepiej je wykorzystywać. Niektóre propozycje form pracy na 

lekcji z uczniem uzdolnionym matematycznie zostały zaproponowane przez nauczycieli biorących udział w 

warsztatach. 

1. Wieloetapowe, otwarte zadania problemowe  

Zadanie otwarte w nauczaniu matematyki, od ostatniej reformy naszego systemu edukacji, 

często utożsamiane są z zadaniami, które mają formę otwartą, czyli takimi, w których uczeń 

sam znajduje i zapisuje rozwiązanie zadania, niezależnie od tego czy w rozwiązaniu 

zadania stosuje znane metody, czy tworzy nowe. Takimi zadaniami zawsze sprawdzane były 

umiejętności matematyczne uczniów. Od 2002 roku na sprawdzianach, egzaminach 

gimnazjalnych i egzaminach maturalnych występują również zadania, które mają formę 

zamkniętą, czyli takie, w których uczeń wybiera jedną poprawną odpowiedź z podanych. W 

związku z tym sformułowanie zadania (struktura, budowa) określa jaka ma być forma 

podanego rozwiązania. W dydaktyce matematyki od lat używa się zadań otwartych i zadań 

zamkniętych (a nie formy zadań) w innym znaczeniu. Zadanie zamknięte mają dane ściśle 

określone, podaje się ich tyle i tylko tyle ile potrzeba do rozwiązania zadania, pytanie jest tak 

sformułowane, że uczeń nie ma wątpliwości co do tego, że odpowiedź jest jednoznaczna. 

Zadania otwarte mogą być ze względu na: 1. dane, które są niewystarczające lub jest ich 

nadmiar, dopuszczają pewną swobodę interpretacji lub wymagają sprecyzowania; 2. pytania, 

(problemy), jakie pojawiają się w sytuacji praktycznej lub teoretycznej i sugerują uczniowi 

postawienie nowego pytania; (O co byś zapytał? Co możesz obliczyć? Zbadaj, czy zachodzi 
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warunek…, Jakie zauważasz własności? Podaj przykład…); 3. różne sposoby (strategie) 

rozwiązania, które uczeń tworzy w trakcie rozwiązywania zadania a nie tylko stosuje 

przyswojone, znane już techniki i metody postępowania (CIEAEM, 1958; Krygowska, 1977, 

s.30-31; Ciosek, 2005). W tych znaczeniach zarówno zadania zamknięte jak i zadania otwarte 

mają formę zadań otwartych – w procesie ich rozwiązywania uczeń, samodzielnie znajduje i 

redaguje ich rozwiązanie. Zadania otwarte ze względu na różnorodność sposobów 

rozwiązania, są zadaniami problemowymi. Można więc mówić o otwartych zadaniach  

problemowych, a zadanie problemowe z definicji uznać jako zadanie otwarte ze względu na 

poszukiwanie sposobu ich rozwiązania. Jednak nie terminologia jest tu najważniejsza ale cel, 

dla którego wykorzystujemy zadania otwarte, gdy ucznia uczymy stawiania pytań 

związanych z daną sytuacją, tworzenia zadań otwartych ze względu na dane, pytanie, lub 

metodę matematyczną. Stawiając nowe pytania uczeń ujawnia swoje ukierunkowanie umysłu, 

co go zainteresowało w danym zadaniu. Nauczyciel może to wykorzystać do wprowadzenia 

ucznia np. w czynności klasyfikowania, uogólniania, specyfikacji, definiowania, 

konstruowania przykładów i kontrprzykładów, stawiania hipotez, uzasadniania hipotez, 

dowodzenia, modelowania. Nowe pytania związane z zadaniem początkowym mogą tworzyć 

serię zadań wokół zagadnienia lub kolejne etapy zadania i powstaje wówczas zadanie 

wieloetapowe. Najczęściej są to zadania ukierunkowane na poznawanie metod 

matematycznych, (czy technik umysłowych) i wówczas nazywamy je zadaniami 

metodologicznymi (Krygowska, 1977). Refleksje nad rozwiązaniem zadania, zalecane przez 

Polya (1964) „spojrzenie wstecz” i pytanie: czy metodę lub wynik możesz wykorzystać do 

innego zadania mogą służyć „otwieraniu” zadań zamkniętych i układaniu nowych zadań na 

bazie rozwiązanego zadania. Proces tworzenia wieloetapowych zadań, w który zaangażowani 

są uczniowie, ilustrują poniżej dwa przykłady zadań zaczerpniętych z podręczników 

szkolnych.  

Przykład 1. (Matematyka z plusem, klasa 4, GWO)  
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Sformułowanie zadania określa liczby trójkątne przez podanie czterech pierwszych liczb 

trójkątnych (oznacza je, porządkuje i podaje) a graficzna interpretacja uzasadnia ich nazwę i 

wprowadza w metodę wyznaczania kolejnych liczb. Każdy uczeń samodzielnie może „coś 

zrobić” w tym zadaniu - wyznaczy piątą i szóstą figurę przez naśladowanie wzorca 

(większość uczniów narysuje i policzy, niektórzy tylko policzą, jeszcze inni postawią pytanie 

dlaczego, te liczby nazywają się trójkątne). Pytanie, jaka jest dziesiąta liczba trójkątna 

zmusza do refleksji i postawienia pytań: Czy muszę rysować siódmą, ósmą i dziewiątą 

figurę? Czy mogę od razu narysować dziesiątą figurę i podać liczbę trójkątną?, Czy mogę 

sobie tylko wyobrazić i policzyć jaka to będzie liczba? Te pytania wymuszają dokładniejsze 

obserwacje danych i formułowanie prostych wniosków: np. takich, że dziesiąta figura 

będzie mieć w podstawie dziesięć „kropek”; przy każdym boku będzie dziesięć „kropek”; 

będzie narysowana z 1+2+3+4+5+6+7+9+10 punktów; przechodząc od danej liczby do 

kolejnej dodaję liczbę o jeden większą od dodanej do danej liczby. Wypowiadanie 

dostrzeganych zależności o każdej z tych kilku znanych liczb wymaga posługiwania się  

przykładami liczb trójkątnych i rozwija język matematyczny przez nadanie sensu określeniom 

„dowolna liczba”, „każda liczba” (dana liczba, kolejna, poprzednia, jakakolwiek, dowolnie 

wybrana, każda z tych dziesięciu liczb). Uczniowie zainteresowani zadaniem sami 

rozpoczynają poszukiwanie innych przykładów liczb trójkątnych (jedenastej, kolejnych aż 

do dwudziestej, setnej), poszukiwanie sposobu wyznaczania liczb trójkątnych, formułują 

dostrzegane regularności. Tworzą kolejny poziom zadania, zmierzają w kierunku 

uogólnienia, najpierw słownego, próbują wprowadzać swoje symbole. Uogólnienie z zapisem 

algebraicznym dowolnej liczby trójkątnej tn=1+2+3+...+n=n·(n+1):2, gdy n oznacza liczbę 

naturalną, jest dostępne na wyższym poziomie umiejętności matematycznych. Uczniowie 

poprzez zmianę danych w zadaniu, stawiają nowe pytania, nowe problemy, np.: Czy 

istnieją liczby czworokątne (kwadratowe, prostokątne)? Liczby pięciokątne? Które liczby 

naturalne są liczbami trójkątnymi? Mogą to zadanie skojarzyć z innymi sytuacjami, w 

których w ten sam sposób wyznaczali np. liczbę powitań na spotkaniu 10 osób, gdy każdy 

witał się z każdym; liczbę rozgrywek szachowych dziesięciu drużyn (bez rewanżu); liczbę 

odcinków, które łączą dziesięć punktów, n-punktów.  

Przykład 2. (Matematyka 2001, podręcznik do klasy drugiej gimnazjum, WSiP)  

Z sześcianu odcinamy naroża wzdłuż przekątnych trzech ścian o wspólnym wierzchołku, jak 

pokazano na rysunku. Na jakie figury podzielimy sześcian?  

 

Do rozwiązania tego zadania prawie każdy potrzebuje modelu sześcianu, na którym 

mógłby rysować odcinane czworościany a niektórzy oczekują, by były to takie modele, z 

których faktycznie można byłoby odcinać kolejne czworościany. Manipulując modelem 
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uczniowie najpierw próbują odgadnąć jakie to będą figury, stawiają hipotezy: czworościan i 

siedmiościan; cztery czworościany prawidłowe; osiem czworościanów; cztery czworościany i 

sześcian; cztery czworościany prawidłowe i czworościan foremny; cztery czworościany i 

ośmiościan foremny. Przystępując do rozwiązania zadania rozkładają go na zadania proste, 

formułują serię pytań i próbują odpowiedzieć na nie: Jaką figurą jest odcięte naroże? Jak 

nazywa się figura, która powstanie z sześcianu po odcięciu jednego czworościanu 

prawidłowego? Ile takich czworościanów prawidłowych trójkątnych odetniemy z sześcianu? 

Czy pozostanie jakaś figura po odcięciu wszystkich możliwych naroży? Co to będzie za 

figura? Okazuje się, że wśród tych pytań, dobrze ukierunkowanych na uzyskanie prawidłowej 

odpowiedzi, brak jest takich pytań, na które odpowiedzi wydają się być oczywiste: Jaka 

ściana powstaje na sześcianie, gdy odetniemy jeden czworościan? Czy ta ściana może być 

ścianą innego odcinanego czworościanu? Jaka to jest figura przestrzenna, której wszystkie 

(cztery) ściany są trójkątami równobocznymi? Te pytania, na które odpowiedzi wydawały się 

być oczywiste, stawiały sobie nieliczne osoby. Poprawne odpowiedzi na te pytania pozwalały 

niektórym uczniom uzyskać prawidłową odpowiedź do zadania i uzasadnić ją, nawet bez 

korzystania z modelu. Zdziwienie jakie towarzyszy większości osób, nie tylko uczniów, po 

rozwiązaniu tego zadania, powoduje spontaniczne stawianie nowych pytań, których 

odpowiedzi weryfikują wstępne intuicje i zaspokoją ciekawość: jaka jest objętość powstałych 

brył? Towarzyszy temu kolejne zdziwienie, że to „coś” co pozostaje po odcięciu 

czworościanów ma objętość jednej trzeciej sześcianu. Pojawiają się też analogiczne nowe 

zadania, np. Jakie bryły powstaną, gdy z sześcianu odetniemy czworościany prawidłowe w 

połowie krawędzi sześcianu? Jakie bryły powstaną, gdy odetniemy czworościany w połowie 

krawędzi czworościanu foremnego? Z ośmiościanu foremnego?  

2. Uczeń ujawniający zdolności matematyczne na lekcji matematyki  

 

Zachowania ucznia uzdolnionego  

Łatwo uczy się nowych treści i umiejętności, rozumie 

wyjaśnienia nauczyciela „w pół słowa”.  

 

 

Pracuje samodzielnie i logicznie, znajduje 

nieschematyczne rozwiązania zadania, zwraca uwagę na 

metodę rozwiązania zadania nie tylko na wynik; często 

znajduje „ładne rozwiązanie” z powołaniem się na 

poznane wcześniej pojęcia, twierdzenia, fakty.  

Ma dobrą pamięć matematyczną, szybko i trwale 

zapamiętuje istotne matematycznie fakty, konstrukcje, 

logiczne argumenty, dostrzega sytuacje analogiczne, 

umie pomijać nieistotne szczegóły.  

Reakcje nauczyciela i uczniów na 

zachowania ucznia  

Nauczyciel wykorzystuje reakcje ucznia 

do kontroli swojego wyjaśnienia, swojego 

rozwiązania zadania lub rozwiązania 

przedstawionego przez innego ucznia.  

Gdy rozwiązanie ucznia jest zgodne z 

oczekiwanym przez nauczyciela, uczeń 

jest nagradzany słownie i proszony o 

pokazanie rozwiązania całej klasie. 

Pojawia się dysonans między 

nauczycielem i uczniami, gdy uczeń nie 

pokazuje wszystkich przejść lub nie umie 

ich objaśnić, tak by inni uczniowie 

zrozumieli. Gdy nauczyciel nie akceptuje 

rozwiązania, uczeń pozostaje sam, 
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Zazwyczaj sprawnie liczy w pamięci, sprawnie 

przekształca wyrażenia, niektóre przejścia wykonuje w 

pamięci i nie chce lub nie lubi ich zapisywać.  

 

 

Gdy uczeń zainteresuje się jakimś zagadnieniem 

matematycznym potrafi się nim zajmować dłużej niż 

inni, nie rezygnuje szybko mimo niepowodzeń, wówczas 

„wyłącza” się z lekcji, wywołany do odpowiedzi nie 

potrafi jej szybko udzielić, bo często nawet nie usłyszał 

pytania i prosi o powtórzenie.  

Nudzą go zadania i ćwiczenia tego samego typu, chce 

rozwiązywać ciekawsze, trudniejsze zadania, nad 

którymi trzeba pomyśleć. Jeśli nie ma takich zadań 

zajmuje się czymś innym nie związanym z lekcją, np. 

czyta książkę, wykonuje zadania domowe. 

 

 

Czasami spontanicznie komentuje sytuacje na lekcji.  

 

Zadaje pytania, czasem dziwne a czasem bardzo 

podstawowe: Po co to? Skąd to się wzięło? Dlaczego 

tak ma być?  

 

 

 

 

Wychwytuje pomyłki i błędy nauczyciela, koleżanek i 

kolegów.  

 

 

Do pewnego momentu jest wrażliwy na ocenę swojej 

działalności przez nauczyciela i kolegów, z czasem gdy 

uznaje, że nie jest to ocena właściwa może ją ignorować 

lub nawet lekceważyć.  

 

zazwyczaj brakuje na lekcji czasu, by 

uczeń je przedstawił. Czasem nauczyciel 

proponuje na przerwie po lekcji rozmowę 

o rozwiązaniu lub zabiera zapisane 

rozwiązanie by się z nim zapoznać i 

porozmawiać później. Z upływem czasu, 

takie kontakty stają sie coraz rzadsze.  

Nauczyciel nie zawsze może liczyć na 

pomoc ze strony ucznia, gdy uczeń zajęty 

swoim problemem nie śledzi tego, co 

dzieje się na lekcji.  

 

Nauczyciel czuje się zobowiązany do 

przygotowywania dodatkowych zadań dla 

uczniów zdolnych, by zorganizować im 

pracę na lekcji i rozwijać ich zdolności. 

Wykorzystuje do tego zadania 

problemowe z podręcznika, zbioru zadań 

lub korzysta ze„ swojego zestawu zadań” 

sprawdzonego w praktyce. 

Nauczyciel i uczniowie w klasie akceptują  

 komentarze ucznia, jeśli robi to taktownie i 

 z poczuciem humoru.  

 

Nauczyciel nie zawsze może udzielić  

szybkiej i trafnej odpowiedzi na pytanie  

ucznia, bo czasem pytanie psuje mu 

zaplanowany tok lekcji (chce, by uczniowie 

 sami do tego doszli lub jest to temat kolejnej 

lekcji), czasem nie potrafi jej udzielić, jest 

zaskoczony pytaniem, czasem musi powiedzieć 

„nie wiem”.  

 

Nauczyciel docenia wychwycone błędy i 

pomyłki, jeśli nie pojawiają się zbyt często, 

 jest pewien swojej wiedzy a błędy traktuje,  

jako nieunikniony element ludzkiego  

działania. Reakcja nauczyciela i innych  

uczniów w klasie zależy od formy w jakiej 

uczeń zgłasza błędy.  

 

Nauczyciel może nietrafnie oceniać zachowania 

ucznia i uznawać, że są to raczej problemy 

wychowawcze, które mają inne przyczyny.  
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3.Uczeń uzdolniony matematycznie w badaniach psychologicznych i edukacyjnych  

 

J. Piaget uważał, że „każdy normalny uczeń jest zdolny do poprawnego rozumowania 

matematycznego, jeżeli odwołamy się do jego aktywności i jeżeli uda się nam usunąć 

zahamowania emocjonalne, które często wywołują poczucie niższości na lekcjach z tej 

dziedziny wiedzy” (Piaget, 1977, s.83). Piaget bardziej skłonny był przychylić się do 

hipotezy, że istnieją umysły ściśle dedukcyjne, umysły eksperymentalne i umysły konkretne 

oraz uzdolnienia polegające na przystosowaniu się do danego sposobu nauczania. Normalny 

uczeń, zdaniem Piageta, postawiony w konkretnej sytuacji wobec problemu, w którym nie 

dostrzega, że chodzi o matematykę dzięki swej ogólnej, średniej inteligencji potrafi rozbudzić 

swoją aktywność, zainteresowanie i osiągnąć pomyślne wyniki. Ten sam uczeń w szkolnej 

sytuacji na lekcji matematyki jest bierny a przekonany o swoich brakach, rezygnuje z 

wysiłku.  

„Konieczność specjalnych zdolności do nauczenia się i rozumienia matematyki często 

przeceniamy… Zwykłe średnie ludzkie zdolności w zupełności wystarczają, żeby przy 

dobrym nauczaniu i dobrych podręcznikach opanować matematykę na poziomie szkoły 

średniej. (…) Talent, wybitne zdolności… w dziedzinie matematyki …natura daje nie 

wszystkim” – tak uważał znany rosyjski matematyk, Kołmogorow (1959, s.8-9), który przez 

wiele lat pracował z uzdolnionymi uczniami w Uniwersytecie Moskiewskim.  

W.A.Krutiecki (1968, s.385-387) w wyniku swoich wieloletnich badań uczniów w procesie 

szkolnego nauczania matematyki i nauczycieli pracujących z uczniami uzdolnionymi oraz na 

podstawie opinii uznanych matematyków scharakteryzował „uzdolnienia matematyczne, 

jako zdolności do tworzenia uogólnionych, zredukowanych, elastycznych i odwracalnych 

skojarzeń oraz ich systemów na matematycznym materiale w zakresie stosunków 

liczbowych i przestrzennych wyrażonych za pośrednictwem symboli liczb i znaków 

matematycznych. Wymienione zdolności w różnym stopniu przejawiają się u uczniów 

zdolnych, przeciętnych i niezdolnych. W przypadku uczniów zdolnych te skojarzenia w 

pewnych sytuacjach powstają natychmiast, po minimalnej liczbie ćwiczeń; w przypadku 

uczniów niezdolnych powstają z trudem; a u uczniów przeciętnych wymagają specjalnie 

opracowanych ćwiczeń i treningu.” Krutiecki wyróżnił dwie struktury uzdolnień 

matematycznych: szkolny i naukowy. Ogólną strukturę szkolnych uzdolnień 

scharakteryzował poprzez zdolności wskazane w procesie rozwiązywania zadań w zakresie: 

odbierania, przetwarzania i przechowywania matematycznej informacji. Odbierania 

matematycznej informacji charakteryzuje: a) sformalizowane postrzeganie materiału 

matematycznego, b) dostrzeganie formalnej struktury zadania. Przetwarzanie 

matematycznej informacji cechuje: a) zdolność do myślenia logicznego na materiale 

stosunków liczbowych i przestrzennych, symboli liczbowych i oznaczeń, b) zdolność do 

szybkiego i szerokiego uogólniania obiektów matematycznych, stosunków i działań; c) 

zdolność do streszczania procesu rozumowania matematycznego i układu odpowiednich 

działań, zdolność do myślenia strukturami zredukowanymi; d) giętkość procesów myślowych 

w działaniu matematycznym; e) dążenie do rozwiązań jasnych, prostych, ekonomicznych i 

racjonalnych; f) zdolność do szybkiej i swobodnej zmiany toku myślenia (z prostego na 
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odwrotny) w przebiegu matematycznego rozumowania. Przechowywania matematycznej 

informacji, czyli pamięć matematyczna, to uogólnione pamiętanie matematycznych 

stosunków, typowych charakterystyk, schematów rozumowań i dowodów, metod i zasad.  

Mózg niektórych ludzi, jest swoiście nastawiony na wyodrębnienie z otaczającego świata 

bodźców o charakterze stosunków przestrzennych i liczbowych, przy ich odbieraniu i 

przetwarzaniu zużywa na to mało energii, bo posługuje się „zredukowanymi schematami 

przekazu informacji”, nazwał to Krutiecki matematycznym ukierunkowaniem umysłu.  

E. Gruszczyk–Kolczyńska (2011) badając uzdolnienia matematyczne starszych 

przedszkolaków i małych uczniów w wieku od 4-8 lat, i stwierdziła, że dzieci uzdolnione 

matematycznie dysponują opisanymi przez Krutieckiego cechami osobowości: 1) 

zdecydowanie szybciej przechodzą od konkretów do uogólnień, wcześniej od rówieśników 

rozumują operacyjnie na poziomie konkretnym (w sensie Piageta) i wykazują się w tym 

większą precyzją i łatwiej posługują się symbolami matematycznymi; 2) mają 

zadziwiające poczucie sensu i dotyczy to głównie sytuacji życiowych oraz zadań, które 

wymagają liczenia i rachowania, porządkowania, ustalania zależności itp., pozwala im to 

szybko reagować na absurdy; 3) są stanowcze w dążeniu do rozwiązywania zadania i nie 

zniechęcają się, gdy kolejno podejmowane próby nie przynoszą spodziewanego 

rezultatu, wykazują się zadziwiającą pomysłowością, zaskakują trafnością swego 

rozumowania; 4) same wyszukują sytuacje, w których trzeba liczyć, rachować, mierzyć, 

porównywać wielkości i sensownie organizować otoczenie, widzą świat „matematycznymi 

oczami”, dążą do matematyzowania tego, co je otacza. W wyniku swoich badań Gruszczyk-

Kolczyńska sformułowała między innymi takie wnioski: zarysowujące się zdolności 

matematyczne można dostrzec u dzieci już w czwartym roku życia, w szóstym roku życia 

uzdolnienia matematyczne zarysowują się u dzieci wyraziście, a co czwarte wykazuje się 

wybitnymi uzdolnieniami, natomiast mali uczniowie (w siódmym roku życia po 8 miesiącach 

nauki w szkole) zdecydowanie rzadziej manifestują swoje uzdolnienia matematyczne, 

(zaledwie co ósme dziecko wykazuje się wysokimi kompetencjami w działalności 

matematycznej). Socjalizacja szkolna ucznia, jego przystosowywanie się do roli ucznia, 

wygasza przejawiane uzdolnienia matematyczne, bo najczęściej nie są właściwie rozpoznane 

przez nauczycieli nauczania przedszkolnego i wczesnoszkolnego.  

W przeprowadzonych już czterokrotnie od roku 2000. międzynarodowych badaniach 

umiejętności uczniów w szesnastym roku życia (OECD PISA, 2003, s.8) umiejętności 

matematyczne opisano na sześciu poziomach. Opis matematycznych umiejętności na 

najwyższym szóstym poziomie możemy potraktować jako opis tego „co potrafi” uczeń 

uzdolniony matematycznie. A na tym poziomie „uczeń potrafi: 1) przeanalizować, uogólnić i 

wykorzystać informacje na podstawie samodzielnie zbudowanego modelu złożonej sytuacji 

problemowej; 2) łączyć informacje z różnych źródeł i swobodnie korzystać z różnych ich 

reprezentacji; 3) przeprowadzić zaawansowane matematyczne wnioskowania i rozumowania; 

4) łączyć rozumowanie z biegłością w wykonywaniu operacji symbolicznych i formalnych 

podczas twórczej pracy nad nowym dla siebie kontekstem; 5) formułować i precyzyjnie 

komunikować o swoich działaniach i refleksjach związanych z poszukiwaniem, 

interpretowaniem i uzasadnianiem wyniku w nowej oryginalnej sytuacji.”  
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4. Jak nauczyciel może wykorzystać możliwości ucznia uzdolnionego matematycznie na 

lekcji matematyki?  

Nauczyciel może zachęcać ucznia by zapisał pełne rozwiązanie jakie wymyślił, wykonał 

„rzut oka wstecz”na swoją pracę. Zapis pełnego rozwiązania może początkowo sprawiać 

uczniowi trudności, bo nie jest zgodny z naturą jego myślenia (uczeń myśli skrótami, 

skojarzeniami, ogólnymi schematami), a zapis wymaga właściwego języka (doboru słów, 

wprowadzenia symboli, interpretacji graficznych), uzupełnienia skrótów myślowych i 

zajmuje czas. Wymaga to od nauczyciela przekonania ucznia, że jego wspaniałe pomysły 

rozwiązania zadania nie zostaną docenione, gdy „pozostaną tylko w jego głowie”, gdy nie 

będzie umiał ich przekazać komuś w rozmowie lub zapisać. Wymyślenie, odkrycie sposobu 

to jedna ważna część rozwiązania zadania, druga równie ważna, to zapisanie tego rozwiązania 

tak, by było opisem jego myśli i mogło być zrozumiałe dla tych, którzy chcą zrozumieć jak on 

myślał. Uczeń powinien być przekonany, że zapisu rozwiązania też trzeba się nauczyć i 

oczekuje się tego od ucznia zdolnego (uwzględnia to np. opis umiejętności na najwyższym 

poziomie w badaniach PISA). Przy przekonywaniu ucznia ze strony nauczyciela pojawiają się 

argumenty, że na klasówkach, sprawdzianach, egzaminach, konkursach i olimpiadach 

oceniane są ich umiejętności poprzez prace pisemne a oceniający na podstawie tego co jest 

zapisane wystawia ocenę i przyznaje punkty. Może pojawić się też drugi rodzaj argumentów 

w formie aforyzmów np. „ dla zdolnego, to nic trudnego”, „nie ci co wymyślili  coś 

wspaniałego i zabrali ze sobą do grobu, ale ci co wymyślili i przekazali dla dobra innych 

przeszli do historii (rozwoju ludzkości)”.  

Nauczyciel może zachęcać ucznia, by porównał swoją metodę rozwiązania z innymi 

metodami jakie się pojawiły w klasie ze względu na ich poprawność, prostotę 

wykorzystanych środków, pojęć i twierdzeń, kompletność zapisu, rodzaj użytych 

argumentów.  

Nauczyciel może zachęcać ucznia, by postawił nowe pytania związane z sytuacją, której 

dotyczyło zadanie i poszukiwał odpowiedzi na nie („spojrzał wprzód”). Jeśli ucznia 

zainteresowało zadanie i pracował samodzielnie, to takie kolejne pytania zazwyczaj pojawiają 

się w sposób naturalny. Warto jednak utwierdzać ucznia w przekonaniu, że dodatkowe 

pytania dobrze postawione pomagają nie tylko rozwiązywać problemy dane przez kogoś - 

(autora podręcznika, nauczyciela) ale pozwalają tworzyć nowe problemy, których on sam 

może być autorem. Samodzielne stawianie pytań i rozwiązywanie problemów wzmacnia 

przeżywanie zadowolenia, włącza większą liczbę zmysłów w proces uczenia się i utrwalania 

wiadomości. Uczniowie uzdolnieni wykorzystując skłonność swojego umysłu do uogólnień, 

mogą na bazie rozwiązanych zadań formułować nowe dla uczniów twierdzenia i uzasadniać 

je poprzez argumenty ogólne, podając dowody. Do tego typu postępowania wdrażać mogą 

ucznia wieloetapowe zadania problemowe, które nauczyciel rozwiązuje w klasie z uczniami i 

zachęca uczniów do samodzielności i kreatywności.  

Czasami, gdy uczeń sam zadaje pytania: po co to robimy? dlaczego tak? nauczyciel może 

zachęcić ucznia, by sam poszukał odpowiedzi na tak postawione pytanie i zapowiedzieć, że 

da mu czas pod koniec lub na następnej lekcji, by na nie odpowiedział, chociaż częściowo.  
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Nauczyciel może stwarzać takie sytuacje, by uczeń porozmawiał o rozwiązaniu zadania z 

kolegą partnerem, który rozwiązywał to samo zadanie. Stale i konsekwentnie realizowane 

podejście, by uczniowie samodzielnie podejmowali rozwiązywanie zadania i rozmawiali o 

swoich rozwiązaniach lub trudnościach na jakie napotkali, przynosi wszystkim uczniom w 

klasie znacznie lepsze efekty w końcowym rezultacie. Uczniowie uzdolnieni matematycznie 

są samodzielni i chcą być samodzielni i pozwólmy im na to. Chcą też o swoich pomysłach 

czy wątpliwościach porozmawiać wtedy, gdy to przeżywają („na gorąco”) i taką szansę mogą 

mieć, gdy pracują w grupach. Te grupy mogą być tworzone systematycznie w niektórych 

fragmentach lekcji (lub na niektórych lekcjach) tylko dwie: 2-3 uczniów, którzy rozwiązują 

zadania problemowe i pozostali uczniowie klasy, którzy np. rozwiązują typowe zadania. Tych 

2-3 uczniów siadając tylko obok siebie współpracuje starając się nie przeszkadzać 

pozostałym. Jest to forma sprawdzona przez niektórych nauczycieli. Samodzielna praca 

ucznia na lekcji oraz współpraca z innymi powinna być nawykiem, do którego uczeń jest 

wdrażany od początku szkolnej edukacji, („od pierwszego dnia w szkole”). Nie jest to łatwy 

do osiągnięcia cel, ale bez niego nie jesteśmy w stanie zmienić procesu nauczania matematyki 

i jego efektów. Jakąś szansą dla uczniów i dla nauczyciela jest początek pracy z nowym 

zespołem klasowym. Im niższy etap tym większa szansa, ale zmiana złych nawyków wymaga 

większego wysiłku wszystkich, zarówno nauczyciela jak i uczniów, a nawet wymaga 

włączenia w to rodziców.   

Nauczyciel może zaproponować uczniowi uzdolnionemu, by udzielił pomocy koleżance lub 

koledze, wyjaśnił matematyczną trudność lub popełniony błąd. Nie jest to łatwe w 

realizacji ponieważ uczniowie uzdolnieni nie mając trudności z opanowaniem nowego 

materiału często nie rozumieją na czym polegają trudności innych osób. Uświadamiają sobie 

wówczas jak trudno jest nieraz nauczycielowi dobrać zadania i argumenty, by „trafić do 

każdego” z uczniów. Uczniowie uzdolnieni mając łatwość w przechodzeniu z jednej 

reprezentacji na inną, w przechodzeniu „od szczegółu do ogółu” i na odwrót, w kojarzeniach 

podobnych sytuacji, mogą to wykorzystywać przy objaśnianiu, przy poszukiwaniu 

argumentów i uzasadnień, by przekonać drugą osobę, która myśli inaczej. Uświadamiają 

sobie wówczas, jak „to samo” jest różnie rozumiane przez różne osoby i że umiejętności 

matematycznej rozmowy „trzeba się uczyć”. Ta świadomość daje im poczucie, że pomagając 

innym sami się rozwijają w posługiwaniu się matematycznymi pojęciami i różnymi 

argumentami. Nauczyciel ich współpracę i rozwój powinien wspierać, by chcieli to robić np. 

dostrzegając postęp u ucznia, któremu udzielano pomocy, docenić wkład udzielanej pomocy. 

Nie zawsze uczniów uzdolnionych udaje się zachęcić do pomagania innym, zwłaszcza gdy 

ich wychowywanie i uczenie jest oparte na rywalizacji a nie na współpracy. Czasami 

uczniowie autystyczni wykazują się doskonałą pamięcią matematyczną i szybko potrafią 

uzyskiwać dobre wyniki w rozwiązywaniu zadań ale mają ogromne trudności w kontaktach z 

rówieśnikami.  

Współpracując z uczniami bardziej zaangażowanymi w proces uczenia się matematyki, 

nauczyciel może zaproponować, by uczeń ułożył zestaw pytań powtórzeniowych lub 

utrwalających np. pamięciowy rachunek, rachunek algebraiczny, wiadomości o figurach 

geometrycznych (np. po jednym pytaniu dla każdego ucznia w klasie); by pomógł lub 
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samodzielnie przeprowadził grę lub zabawę matematyczną dla całej klasy; przygotował i 

przedstawił ciekawy problem lub krótką pogadankę (prezentację) matematyczną 

związaną z materiałem realizowanym na lekcji dotyczącą np. historii pojęcia lub omawianego 

problemu albo przykładu prostego zastosowania. Zalecane w nowej podstawie programowej 

na poziomie gimnazjum jest przygotowanie projektu matematycznego w zespole. W 

realizację takich projektów chętnie włączają uczniowie uzdolnieni matematycznie, gdy tylko 

zostawimy im możliwości doboru osób do pracy w zespole, wybór tematu z 

zaproponowanych. Mają wówczas ciekawe pomysły, potrafią współpracować i wytrwale dążą 

do celu.  

5. Kilka uwag zamiast podsumowania  

We wszystkich tych pracach podejmowanych z uczniem uzdolnionym ogromne znaczenie 

mają relacje między nauczycielem, uczniem uzdolnionym i pozostałymi uczniami w klasie. 

Nauczyciel dąży do postępu w rozwoju każdego ze swoich uczniów w miarę jego możliwości 

i od ucznia zdolnego powinien wymagać „tego samego i więcej” niż od innych. Uczeń taki 

nie może być w żaden sposób faworyzowany przez nauczyciela, a ocena ucznia ma oddawać 

rzeczywisty wkład pracy i rozwój jego umiejętności. Uczniowie uzdolnieni są „wrażliwi i 

obiektywni” na punkcie oceny, im często bardziej zależy na sprawiedliwej ocenie niż na 

wysokiej ocenie (potrafią powiedzieć nauczycielowi, że taka wysoka ocena im się nie należy 

za jakąś wykonaną pracę). Przed zbytnim gloryfikowaniem uczniów uzdolnionych,  

nazywaniem ich „geniuszami matematycznymi”, przestrzega w komentarzach do swoich 

badań Krutiecki. I w tej sytuacji znów można by się odwołać do aforyzmów i zacytować 

przypisywane Eddisonowi powiedzenie: „geniusz to jest 1 % wzlotu i 99 % potu”.  

Umiejętności i możliwości matematyczne uczniów w pewien sposób weryfikuje udział 

uczniów w regionalnych czy ogólnopolskich konkursach. Jednak wielu zdolnych uczniów nie 

bierze udziału w takich zawodach, z różnych powodów, np. takich, że nie lubią rywalizacji, 

nie pracują skutecznie w pośpiechu lub bardziej cenią sobie inne swoje zdolności i 

zainteresowania, które rozwijają. Warto mieć także świadomość tego, że wielu laureatów 

konkursów nie zawsze prezentuje wysokiego poziomu zdolności matematyczne i nie 

kontynuuje ich w swojej dalszej edukacji i życiu.  

Przykłady zadań i proces tworzenia nowych zadań z udziałem uczniów, które zostały 

przedstawione, dotyczyły zdolności uogólniania i zdolności „widzenia matematycznego” 

(wyobraźni przestrzennej, intuicji). Zaakcentowane zostały w ten sposób tylko dwa przejawy 

uzdolnień matematycznych. Zdolność uogólniania jest zgodnie uznawana jako przejaw 

uzdolnień matematycznych przez psychologów, matematyków, nauczycieli pracujących z 

uzdolnionymi uczniami. Nie ma takiej zgodności co do „widzenia” w matematyce, czy to ma 

dotyczyć wyobraźni przestrzennej, geometrycznej, algebraicznej, czy ma być abstrakcyjne, 

bez poglądowych schematów i graficznych interpretacji. To zagadnienie wciąż jest mało 

zbadane, a na wnioski z badań mózgu osób uznawanych jako szczególnie uzdolnione, 

musimy poczekać, by wprowadzać je do nauczania (Firth, 2007; Petlak, Zajacova, 2010).  
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Póki co, dajmy szansę uczniom uzdolnionym, by mogli zbierać bezpośrednie doświadczenia, 

badać i odkrywać, samodzielnie formułować i rozwiązywać zadania problemowe na lekcjach 

matematyki.  

Literatura  

Bazyluk A., Dałek K., Dubiecka A., Fryska M., Góralewicz Z., Łakoma E., Miczek Z., 

Piskorski P., Sienkiewicz H., Zawadowski W.: 2000, Matematyka 2001, gimnazjum, 

podręcznik dla klasy 2, WSiP Spółka Akcyjna, Warszawa.  

Ciosek M.: 2005, Proces rozwiązywania zadania na różnych poziomach wiedzy i 

doświadczenia matematycznego, WN AP, Kraków.  

Dobrowolska M., Jucewicz M., Zarzycki P.: Matematyka 4 podręcznik, GWO, Gdańsk.  

Firth Ch.: 2011, Od mózgu do umysłu. Jak powstaje nasz wewnętrzny świat, Wydawnictwo 

UW, Warszawa.  

Gruszczyk–Kolczyńska E.: 2011, Dzieci uzdolnione matematycznie, mity i realia, 

Matematyka, nr 8, s. 16-26; nr 9, s.10-18.  

Kołmogorow A.N.: 1959, O profesji matiematika, Moskwa  

Krutiecki W.A.:1968, Psichołogia matiematiczieskich sposobnostiej szkolnikow, 

Proswieszczenije, Moskwa.   

Krygowska A.Z.: 1977, Zarys dydaktyki matematyki, cz.3, WSiP, Warszawa.  

Legutko M. :2011, O uogólnianiu z wykorzystaniem liczb naturalnych w nauczaniu 

matematyki, Nauczyciele i Matematyka plus Technologia Informacyjna, nr 80 s.18-25.  

Petlak E., Zajacova J.: 2010, Rola mózgu w uczeniu się, Petrus, Kraków  

Piaget J.:1977, Dokąd zmierza edukacja,PWN, Warszawa  

Polya G.: 1964, Jak to rozwiązać? PWN, Warszawa.  

Program Międzynarodowej Oceny Umiejętności Uczniów OECD/PISA, Wyniki badania 2003 

w Polsce, MENiS, Warszawa.  

Program Międzynarodowej Oceny Umiejętności Uczniów OECD/PISA, Wyniki badania 2009 

w Polsce, MEN, Warszawa. 


