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Wieloetapowe zadania problemowe szansg rozwoju ucznia zdolnego

na lekcji matematyki.

Streszczenie. Pracujmy z uczniami zdolnymi na lekcji matematyki, nie tylko na zajgciach dodatkowych
przygotowujac ich do konkurséw czy olimpiad matematycznych, podzielmy si¢ dobrymi doswiadczeniami jak to
robimy w praktyce — taka byta my$l przewodnia prowadzonych przeze mnie warsztatéw podczas XXI KK SNM
,.Zdolny matematyczne - tworczy w zyciu”. Wieloetapowe zadania otwarte rozwiazywane na lekcji daja szanse
zajmowania si¢ tym samym zagadnieniem matematycznym wszystkim uczniom w miarg ich mozliwosci, jesli
odpowiednio zorganizujemy im prace samodzielna i stworzymy warunki do wspolpracy. Majac rozeznanie w
tym co z fatwos$cia przychodzi uczniom a w czym napotykaja trudnosci i w czym potrzebuja pomocy, mozemy
skuteczniej uczy¢ matematyki i1 rozwija¢é uczniow uzdolnionych matematycznie. Przejawy uzdolnien
matematycznych uczniow zostaly opisane na podstawie obserwacji zachowan ucznidéw na lekcjach matematyki.
Opis tych przejawow uzupelniony zostal krotkim przegladem wnioskow z prowadzonych badan
psychologicznych i edukacyjnych nad uzdolnieniami matematycznymi uczniéw, po to by nauczyciel mogt
trafniej rozpoznawaé przejawy tych zdolnosci i lepiej je wykorzystywaé. Niektore propozycje form pracy na
lekcji z uczniem uzdolnionym matematycznie zostaly zaproponowane przez nauczycieli bioracych udzial w
warsztatach.

1. Wieloetapowe, otwarte zadania problemowe

Zadanie otwarte w nauczaniu matematyki, od ostatniej reformy naszego systemu edukacji,
czesto utozsamiane sg z zadaniami, ktore maja forme otwarta, czyli takimi, w ktorych uczen
sam znajduje i zapisuje rozwigzanie zadania, niezaleznie od tego czy w rozwigzaniu
zadania stosuje znane metody, czy tworzy nowe. Takimi zadaniami zawsze sprawdzane byly
umiejetnosci matematyczne ucznidéw. Od 2002 roku na sprawdzianach, egzaminach
gimnazjalnych i egzaminach maturalnych wystgpuja rowniez zadania, ktore maja forme
zamknieta, czyli takie, w ktorych uczen wybiera jedna poprawna odpowiedz z podanych. W
zwiazku z tym sformulowanie zadania (struktura, budowa) okresla jaka ma by¢ forma
podanego rozwiazania. W dydaktyce matematyki od lat uzywa si¢ zadan otwartych i zadan
zamknigtych (a nie formy zadan) w innym znaczeniu. Zadanie zamknigte maja dane $cisle
okreslone, podaje sig ich tyle i tylko tyle ile potrzeba do rozwiazania zadania, pytanie jest tak
sformutowane, ze uczen nie ma watpliwosci co do tego, ze odpowiedz jest jednoznaczna.
Zadania otwarte moga by¢ ze wzgledu na: 1. dane, ktore sa niewystarczajace lub jest ich
nadmiar, dopuszczaja pewna swobodg interpretacji lub wymagaja sprecyzowania; 2. pytania,
(problemy), jakie pojawiaja si¢ w sytuacji praktycznej lub teoretycznej i sugeruja uczniowi
postawienie nowego pytania; (O co by$ zapytat? Co mozesz obliczy¢? Zbadaj, czy zachodzi
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warunek..., Jakie zauwazasz wiasno$ci? Podaj przyklad...); 3. rézne sposoby (strategie)
rozwigzania, ktore uczen tworzy w trakcie rozwiazywania zadania a nie tylko stosuje
przyswojone, znane juz techniki i metody postgpowania (CIEAEM, 1958; Krygowska, 1977,
s.30-31; Ciosek, 2005). W tych znaczeniach zaréwno zadania zamknigte jak i zadania otwarte
maja formg zadan otwartych — w procesie ich rozwiazywania uczen, samodzielnie znajduje i
redaguje ich rozwiazanie. Zadania otwarte ze wzgledu na réznorodno$¢ sposobow
rozwiazania, sa zadaniami problemowymi. Mozna wigc mowi¢ o otwartych zadaniach
problemowych, a zadanie problemowe z definicji uzna¢ jako zadanie otwarte ze wzgledu na
poszukiwanie sposobu ich rozwiazania. Jednak nie terminologia jest tu najwazniejsza ale cel,
dla ktérego wykorzystujemy zadania otwarte, gdy ucznia uczymy stawiania pytan
zwigzanych z dang sytuacja, tworzenia zadan otwartych ze wzgledu na dane, pytanie, lub
metode matematyczna. Stawiajac nowe pytania uczen ujawnia swoje ukierunkowanie umyshu,
co go zainteresowato w danym zadaniu. Nauczyciel moze to wykorzysta¢ do wprowadzenia
ucznia np. w czynno$ci klasyfikowania, uogolniania, specyfikacji, definiowania,
konstruowania przyktadow i kontrprzyktadéw, stawiania hipotez, uzasadniania hipotez,
dowodzenia, modelowania. Nowe pytania zwiazane z zadaniem poczatkowym moga tworzy¢
seri¢ zadan wokot zagadnienia lub kolejne etapy zadania i powstaje wowczas zadanie
wieloetapowe. Najczesciej sa to zadania ukierunkowane na poznawanie metod
matematycznych, (czy technik umystowych) i wowczas nazywamy je zadaniami
metodologicznymi (Krygowska, 1977). Refleksje nad rozwiazaniem zadania, zalecane przez
Polya (1964) ,,spojrzenie wstecz” i pytanie: czy metode lub wynik mozesz wykorzysta¢ do
innego zadania moga stuzy¢ ,,otwieraniu” zadan zamknigtych i uktadaniu nowych zadan na
bazie rozwiazanego zadania. Proces tworzenia wieloetapowych zadan, w ktory zaangazowani
sa uczniowie, ilustruja ponizej] dwa przyklady zadan zaczerpnigtych z podrgcznikéw
szkolnych.

Przyklad 1. (Matematyka z plusem, klasa 4, GWO)

@perzagadka

Rysunek przedstawia cztery poczatkowe liczby, ktore nazy-
wamy trojkgtnymi.
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pierwsza druga trzecia czwarta
liczba tréjkatna liczba trojkatna liczba tréjkatna liczba tréjkatna

Jaka jest pigta, szésta, a jaka dziesigta liczba trdjkatna?
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Sformutowanie zadania okres$la liczby trojkatne przez podanie czterech pierwszych liczb
trojkatnych (oznacza je, porzadkuje i podaje) a graficzna interpretacja uzasadnia ich nazwg i
wprowadza w metod¢ wyznaczania kolejnych liczb. Kazdy uczen samodzielnie moze ,,co$
zrobi¢” w tym zadaniu - wyznaczy piata i szosta figur¢ przez nasladowanie wzorca
(wigkszo$¢ ucznidw narysuje i policzy, niektorzy tylko policza, jeszcze inni postawia pytanie
dlaczego, te liczby nazywaja si¢ trojkatne). Pytanie, jaka jest dziesiata liczba trojkatna
zmusza do refleksji i postawienia pytan: Czy musz¢ rysowacé siddma, 6sma i dziewiata
figure? Czy moge od razu narysowac¢ dziesiata figure i podac liczbe trojkatna?, Czy moge
sobie tylko wyobrazi¢ i1 policzy¢ jaka to bgdzie liczba? Te pytania wymuszaja dokladniejsze
obserwacje danych i formulowanie prostych wnioskéw: np. takich, ze dziesiata figura
bedzie mie¢ w podstawie dziesi¢¢ ,.kropek™; przy kazdym boku bedzie dziesigé ,.kropek™;
bedzie narysowana z 142+3+4+5+6+7+9+10 punktow; przechodzac od danej liczby do
kolejnej dodaje liczb¢ o jeden wigksza od dodanej do danej liczby. Wypowiadanie
dostrzeganych zalezno$ci o kazdej z tych kilku znanych liczb wymaga postugiwania si¢
przyktadami liczb trojkatnych i rozwija jezyk matematyczny przez nadanie sensu okresleniom
»dowolna liczba”, ,kazda liczba” (dana liczba, kolejna, poprzednia, jakakolwiek, dowolnie
wybrana, kazda z tych dziesigciu liczb). Uczniowie zainteresowani zadaniem sami
rozpoczynaja poszukiwanie innych przykladow liczb trojkatnych (jedenastej, kolejnych az
do dwudziestej, setnej), poszukiwanie sposobu wyznaczania liczb tréojkatnych, formutuja
dostrzegane regularno$ci. Tworza kolejny poziom zadania, zmierzaja w kierunku
uogolnienia, najpierw stownego, probuja wprowadza¢ swoje symbole. Uogodlnienie z zapisem
algebraicznym dowolnej liczby trojkatnej tn=1+2+3+...+n=n'(n+1):2, gdy n oznacza liczbe
naturalna, jest dostgpne na wyzszym poziomie umiejg¢tno$ci matematycznych. Uczniowie
poprzez zmiang danych w zadaniu, stawiaja nowe pytania, nowe problemy, np.: Czy
istnieja liczby czworokatne (kwadratowe, prostokatne)? Liczby pigciokatne? Ktore liczby
naturalne sa liczbami trojkatnymi? Moga to zadanie skojarzy¢ z innymi sytuacjami, w
ktorych w ten sam sposob wyznaczali np. liczbe powitan na spotkaniu 10 oséb, gdy kazdy
wital si¢ z kazdym; liczbg rozgrywek szachowych dziesigciu druzyn (bez rewanzu); liczbe
odcinkow, ktore tacza dziesieé punktow, n-punktow.

Przyktad 2. (Matematyka 2001, podrecznik do klasy drugiej gimnazjum, WSiP)

Z sze$cianu odcinamy naroza wzdhuz przekatnych trzech $cian o wspdlnym wierzchotku, jak
pokazano na rysunku. Na jakie figury podzielimy szescian?

.

g

Do rozwiazania tego zadania prawie kazdy potrzebuje modelu szescianu, na ktorym
mogtby rysowac odcinane czworo$ciany a niektorzy oczekuja, by byly to takie modele, z
ktorych faktycznie mozna byloby odcina¢ kolejne czworo$ciany. Manipulujac modelem
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uczniowie najpierw probuja odgadna¢ jakie to beda figury, stawiaja hipotezy: czworo$cian i
siedmio$cian; cztery czworosciany prawidtowe; osiem czworos$ciandow; cztery czworosciany i
szedcian; cztery czworo$ciany prawidlowe i czworoscian foremny; cztery czworosciany i
o$mio$cian foremny. Przystgpujac do rozwiazania zadania rozkltadaja go na zadania proste,
formulujg seri¢ pytan i prébuja odpowiedzie¢ na nie: Jaka figura jest odcigte naroze? Jak
nazywa si¢ figura, ktéra powstanie z szeScianu po odcigciu jednego czworo$cianu
prawidtowego? Ile takich czworo$cianéw prawidtowych tréjkatnych odetniemy z sze$cianu?
Czy pozostanie jaka$ figura po odcigciu wszystkich mozliwych narozy? Co to bedzie za
figura? Okazuje sig, ze wsrdd tych pytan, dobrze ukierunkowanych na uzyskanie prawidlowe;j
odpowiedzi, brak jest takich pytan, na ktére odpowiedzi wydaja si¢ by¢ oczywiste: Jaka
$ciana powstaje na szes$cianie, gdy odetniemy jeden czworo$cian? Czy ta $ciana moze by¢
$ciang innego odcinanego czworoscianu? Jaka to jest figura przestrzenna, ktorej wszystkie
(cztery) $ciany sa trojkatami rownobocznymi? Te pytania, na ktére odpowiedzi wydawaty si¢
by¢ oczywiste, stawiaty sobie nieliczne osoby. Poprawne odpowiedzi na te pytania pozwalaly
niektorym uczniom uzyska¢ prawidlowa odpowiedz do zadania i uzasadni¢ ja, nawet bez
korzystania z modelu. Zdziwienie jakie towarzyszy wigkszosci osob, nie tylko ucznidow, po
rozwigzaniu teg0 zadania, powoduje spontaniczne stawianie nowych pytan, ktorych
odpowiedzi weryfikuja wstepne intuicje i zaspokoja ciekawo$é: jaka jest objetos¢ powstatych
bryt? Towarzyszy temu kolejne zdziwienie, ze to ,,co$” co pozostaje po odcigciu
czworoscianow ma objeto$¢ jednej trzeciej sze$cianu. Pojawiaja si¢ tez analogiczne nowe
zadania, np. Jakie bryly powstana, gdy z sze$cianu odetniemy czworo$ciany prawidtowe w
polowie krawedzi sze$cianu? Jakie bryly powstana, gdy odetniemy czworos$ciany w potowie
krawedzi czworo$cianu foremnego? Z o§mioscianu foremnego?

2. Uczen ujawniajacy zdolnosci matematyczne na lekcji matematyki

Zachowania ucznia uzdolnionego

Reakcje nauczyciela i
zachowania ucznia

uczniéw na

Latwo uczy si¢ nowych tresci 1 umiejgtnosci, rozumie
wyjasnienia nauczyciela ,,w pot stowa”.

Pracuje samodzielnie i logicznie, znajduje
nieschematyczne rozwiazania zadania, zwraca uwage¢ na
metod¢ rozwiazania zadania nie tylko na wynik; czgsto
znajduje ,tadne rozwiazanie” z powolaniem si¢ na
poznane wczesniej pojgcia, twierdzenia, fakty.

Ma dobra pami¢¢ matematyczna, szybko 1 trwale
zapamigtuje istotne matematycznie fakty, konstrukcje,
logiczne argumenty, dostrzega sytuacje analogiczne,

Nauczyciel wykorzystuje reakcje ucznia
do kontroli swojego wyjasnienia, swojego
rozwigzania zadania lub rozwiazania
przedstawionego przez innego ucznia.

Gdy rozwiazanie ucznia jest zgodne z
oczekiwanym przez nauczyciela, uczen
jest nagradzany slownie 1 proszony o
pokazanie rozwigzania calej klasie.
Pojawia sig
nauczycielem i uczniami, gdy uczen nie
pokazuje wszystkich przejs¢ lub nie umie
ich objasni¢, tak by inni uczniowie
zrozumieli. Gdy nauczyciel nie akceptuje

dysonans migdzy

umie pomijac nieistotne szczegdty. rozwigzania, uczen pozostaje  sam,
FUNDAC.A \\W\"
RODZINY ® sz
1IlMACIEJKO S

www.maciejko.org




Zazwyczaj sprawnie liczy w pamigci, sprawnie
przeksztalca wyrazenia, niektére przejScia wykonuje w

pamigci i nie chee lub nie lubi ich zapisywac.

Gdy wuczen zainteresuje si¢ jakim$ zagadnieniem
matematycznym potrafi si¢ nim zajmowac dhluzej niz
inni, nie rezygnuje szybko mimo niepowodzen, wowczas
,wylacza” si¢ z lekcji, wywotany do odpowiedzi nie
potrafi jej szybko udzieli¢, bo czgsto nawet nie ustyszat
pytania i prosi 0 powtorzenie.

Nudza go zadania i ¢wiczenia tego samego typu, chce
rozwiazywac trudniejsze zadania, nad
ktérymi trzeba pomysle¢. Jesli nie ma takich zadan

ciekawsze,

zajmuje si¢ czym$ innym nie zwigzanym z lekcja, np.
czyta ksiazke, wykonuje zadania domowe.

Czasami spontanicznie komentuje sytuacje na lekcji.

Zadaje pytania, czasem dziwne a czasem bardzo
podstawowe: Po co to? Skad to si¢ wzigto? Dlaczego
tak ma by¢?

Wychwytuje pomyiki 1 btedy nauczyciela, kolezanek 1
kolegow.

Do pewnego momentu jest wrazliwy na oceng SWOje€j
dziatalnosci przez nauczyciela i kolegow, z czasem gdy
uznaje, ze nie jest to ocena wtasciwa moze ja ignorowac
lub nawet lekcewazyc.

zazwyczaj brakuje na lekcji czasu, by
uczen je przedstawit. Czasem nauczyciel
proponuje na przerwie po lekcji rozmowe
lub zabiera
rozwiazanie by si¢ z nim zapoznaé i
porozmawia¢ pozniej. Z uptywem czasu,
takie kontakty staja sie coraz rzadsze.

0 rozwiazaniu zapisane

Nauczyciel nie zawsze moze liczy¢ na
pomoc ze strony ucznia, gdy uczen zajgty
swoim problemem nie S$ledzi tego, co
dzieje si¢ na lekcji.

Nauczyciel czuje si¢ zobowiazany do
przygotowywania dodatkowych zadan dla
uczniow zdolnych, by zorganizowaé¢ im
pracg na lekcji 1 rozwija¢ ich zdolno$ci.
Wykorzystuje do tego zadania
problemowe z podrgcznika, zbioru zadan
lub korzysta ze,, swojego zestawu zadan”
sprawdzonego w praktyce.

Nauczyciel i uczniowie w klasie akceptuja
komentarze ucznia, jesli robi to taktownie i
z poczuciem humoru.

Nauczyciel nie zawsze moze udzieli¢
szybkiej i trafnej odpowiedzi na pytanie
ucznia, bo czasem pytanie psuje mu
zaplanowany tok lekcji (chce, by uczniowie
sami do tego doszli lub jest to temat kolejnej
lekcji), czasem nie potrafi jej udzielié¢, jest
zaskoczony pytaniem, czasem musi powiedz
,,nie wiem”.

Nauczyciel docenia wychwycone btedy i
pomyiki, jesli nie pojawiaja sig¢ zbyt czgsto,
jest pewien swojej wiedzy a btedy traktuje,
jako nieunikniony element ludzkiego
dzialania. Reakcja nauczyciela 1 innych
uczniow w klasie zalezy od formy w jakiej
uczen zglasza bledy.

Nauczyciel moze nietrafnie ocenia¢ zachowa|
ucznia i uznawac, ze sa to raczej problemy
wychowawcze, ktdre maja inne przyczyny.
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3.Uczen uzdolniony matematycznie w badaniach psychologicznych i edukacyjnych

J. Piaget uwazat, ze ,kazdy normalny uczen jest zdolny do poprawnego rozumowania
zahamowania emocjonalne, ktore czesto wywoluja poczucie nizszosci na lekcjach z tej
dziedziny wiedzy” (Piaget, 1977, s.83). Piaget bardziej sktonny byt przychyli¢ si¢ do
hipotezy, ze¢ istnieja umysty Sci$le dedukcyjne, umysty eksperymentalne i umysty konkretne
oraz uzdolnienia polegajace na przystosowaniu si¢ do danego sposobu nauczania. Normalny
uczen, zdaniem Piageta, postawiony w konkretnej sytuacji wobec problemu, w ktorym nie
dostrzega, ze chodzi o matematyke dzigki swej ogolnej, sredniej inteligencji potrafi rozbudzi¢
swoja aktywnos$¢, zainteresowanie i osiagna¢ pomyslne wyniki. Ten sam uczen w szkolnej
sytuacji na lekcji matematyki jest bierny a przekonany o swoich brakach, rezygnuje z
wysitku.

»Koniecznos$¢ specjalnych zdolnosci do nauczenia si¢ i rozumienia matematyki czesto
przeceniamy... Zwykle Srednie ludzkie zdolnosci w zupelnosci wystarczaja, zeby przy
dobrym nauczaniu i dobrych podrecznikach opanowa¢ matematyke na poziomie szkoly
Sredniej. (...) Talent, wybitne zdolnoS$ci... w dziedzinie matematyki ...natura daje nie
wszystkim” — tak uwazal znany rosyjski matematyk, Kolmogorow (1959, s.8-9), ktdry przez
wiele lat pracowal z uzdolnionymi uczniami w Uniwersytecie Moskiewskim.

W.A.Krutiecki (1968, s.385-387) w wyniku swoich wieloletnich badan uczniow w procesie
szkolnego nauczania matematyki 1 nauczycieli pracujacych z uczniami uzdolnionymi oraz na
podstawie opinii uznanych matematykow scharakteryzowat ,,uzdolnienia matematyczne,
jako zdolnosci do tworzenia uogolnionych, zredukowanych, elastycznych i odwracalnych
skojarzen oraz ich systeméw na matematycznym materiale w zakresie stosunkow
liczbowych i przestrzennych wyrazonych za posrednictwem symboli liczb i znakow
matematycznych. Wymienione zdolno$ci w roéznym stopniu przejawiaja si¢ u uczniow
zdolnych, przecigtnych i niezdolnych. W przypadku uczniéw zdolnych te skojarzenia w
pewnych sytuacjach powstaja natychmiast, po minimalnej liczbie ¢wiczen; w przypadku
uczniéw niezdolnych powstaja z trudem; a u ucznidéw przecigtnych wymagaja specjalnie
opracowanych ¢wiczen 1 treningu.” Krutiecki wyr6znit dwie struktury uzdolnien
matematycznych: szkolny i naukowy. Ogélng struktur¢ szkolnych wuzdolnien
scharakteryzowat poprzez zdolnosci wskazane w procesie rozwiazywania zadan w zakresie:
odbierania, przetwarzania i przechowywania matematycznej informacji. Odbierania
matematycznej informacji charakteryzuje: a) sformalizowane postrzeganie materiatu
matematycznego, b) dostrzeganie formalnej struktury zadania. Przetwarzanie
matematycznej informacji cechuje: a) zdolno$¢ do myslenia logicznego na materiale
stosunkow liczbowych 1 przestrzennych, symboli liczbowych i oznaczef, b) zdolno$¢ do
szybkiego 1 szerokiego uogoélniania obiektdéw matematycznych, stosunkéw i dziatan; c)
zdolno$¢ do streszczania procesu rozumowania matematycznego i uktadu odpowiednich
dziatan, zdolno$¢ do myslenia strukturami zredukowanymi; d) gietko$¢ proceséw myslowych
w dzialaniu matematycznym; e) dazenie do rozwigzan jasnych, prostych, ekonomicznych i
racjonalnych; f) zdolno$¢ do szybkiej i swobodnej zmiany toku myS$lenia (z prostego na
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odwrotny) w przebiegu matematycznego rozumowania. Przechowywania matematycznej
informacji, czyli pamig¢ matematyczna, to uogélnione pamigtanie matematycznych
stosunkow, typowych charakterystyk, schematow rozumowan i dowodéw, metod i zasad.

Mozg niektorych ludzi, jest swoiscie nastawiony na wyodrgbnienie z otaczajacego $wiata
bodzcow o charakterze stosunkdéw przestrzennych i liczbowych, przy ich odbieraniu i
przetwarzaniu zuzywa na to mato energii, bo postuguje si¢ ,,zredukowanymi schematami
przekazu informacji”, nazwat to Krutiecki matematycznym ukierunkowaniem umystu.

E. Gruszczyk—Kolczynska (2011) badajac  uzdolnienia matematyczne starszych
przedszkolakoéw 1 matych uczniow w wieku od 4-8 lat, i stwierdzita, ze dzieci uzdolnione
Mmatematycznie dysponuja opisanymi przez Krutieckiego cechami osobowosci: 1)
zdecydowanie szybciej przechodza od konkretow do uogélnien, wczesniej od rowiesnikow
rozumujg operacyjnie na poziomie konkretnym (w sensie Piageta) i wykazuja si¢ w tym
wicksza precyzja i latwiej posluguja si¢ symbolami matematycznymi; 2) maja
zadziwiajace poczucie sensu i dotyczy to gléwnie sytuacji zyciowych oraz zadan, ktore
wymagaja liczenia i rachowania, porzadkowania, ustalania zaleznoSci itp., pozwala im to
szybko reagowac na absurdy; 3) sa stanowcze w dazeniu do rozwigzywania zadania i nie
zniechecaja si¢, gdy kolejno podejmowane proby nie przynosza spodziewanego
rezultatu, wykazuja si¢ zadziwiajaca pomyslowoScia, zaskakuja trafnoscia swego
rozumowania; 4) same wyszukuja sytuacje, w ktorych trzeba liczy¢, rachowaé, mierzy¢,
poréwnywa¢é wielkoS$ci i sensownie organizowac otoczenie, widza $wiat ,,matematycznymi
oczami”, daza do matematyzowania tego, co je otacza. W wyniku swoich badan Gruszczyk-
Kolczynska sformulowata migdzy innymi takie wnioski: zarysowujace si¢ zdolno$ci
matematyczne mozna dostrzec u dzieci juz w czwartym roku zycia, w szostym roku zycia
uzdolnienia matematyczne zarysowuja si¢ u dzieci wyraziscie, a co czwarte wykazuje si¢
wybitnymi uzdolnieniami, natomiast mali uczniowie (w sid6dmym roku zycia po 8 miesiacach
nauki w szkole) zdecydowanie rzadziej manifestuja swoje uzdolnienia matematyczne,
(zaledwie co o6sme dziecko wykazuje si¢ wysokimi kompetencjami w dzialalnos$ci
matematycznej). Socjalizacja szkolha ucznia, jego przystosowywanie si¢ do roli ucznia,
wygasza przejawiane uzdolnienia matematyczne, bo najczgsciej nie sa wtasciwie rozpoznane
przez nauczycieli nauczania przedszkolnego i wczesnoszkolnego.

W przeprowadzonych juz czterokrotnie od roku 2000. migdzynarodowych badaniach
umiejetnosci ucznidow w szesnastym roku zycia (OECD PISA, 2003, s.8) umiejgtnosci
matematyczne opisano na sze$ciu poziomach. Opis matematycznych umiejgtnosci na
najwyzszym szOstym poziomie mozemy potraktowaé jako opis tego ,.co potrafi” uczen
uzdolniony matematycznie. A na tym poziomie ,,uczen potrafi: 1) przeanalizowac, uog6lni¢ i
wykorzysta¢ informacje na podstawie samodzielnie zbudowanego modelu zlozonej sytuacji
problemowej; 2) taczy¢ informacje z roznych zrodet i swobodnie korzystaé z réznych ich
reprezentacji; 3) przeprowadzi¢ zaawansowane matematyczne wnioskowania i rozumowania;
4) taczy¢ rozumowanie z biegloScia w wykonywaniu operacji symbolicznych 1 formalnych
podczas twoérczej pracy nad nowym dla siebie kontekstem; 5) formutowacé i precyzyjnie
komunikowa¢ o swoich dziataniach 1 refleksjach zwiazanych z poszukiwaniem,
interpretowaniem i uzasadnianiem wyniku w nowej oryginalnej sytuacji.”

MWW

Vg
23
gl

FUNDACJA

RODZINY

MACIEJKO . .
www.maciejko.org



4. Jak nauczyciel moze wykorzysta¢ mozliwosci ucznia uzdolnionego matematycznie na
lekcji matematyki?

Nauczyciel moze zachgca¢ ucznia by zapisal pelne rozwiazanie jakie wymyslil, wykonat
,rzut oka wstecz”’na swoja prace. Zapis pelnego rozwiazania moze poczatkowo sprawiac
uczniowi trudno$ci, bo nie jest zgodny z natura jego mys$lenia (uczen mysli skrétami,
skojarzeniami, ogélnymi schematami), a zapis wymaga wlasciwego jezyka (doboru stow,
wprowadzenia symboli, interpretacji graficznych), uzupetlienia skrotow myslowych i
zajmuje czas. Wymaga to od nauczyciela przekonania ucznia, ze jego wspaniate pomysty
rozwiazania zadania nie zostana docenione, gdy ,,pozostana tylko w jego glowie”, gdy nie
bedzie umiat ich przekaza¢ komus w rozmowie lub zapisa¢. Wymyslenie, odkrycie sposobu
to jedna wazna czg$¢ rozwiazania zadania, druga rbwnie wazna, to zapisanie tego rozwigzania
tak, by byto opisem jego mysli i moglo by¢ zrozumiate dla tych, ktérzy chca zrozumie¢ jak on
myslal. Uczen powinien by¢ przekonany, ze zapisu rozwiazania tez trzeba si¢ nauczy¢ i
oczekuje si¢ tego od ucznia zdolnego (uwzglednia to np. opis umiejetnosci na najwyzszym
poziomie w badaniach PISA). Przy przekonywaniu ucznia ze strony nauczyciela pojawiaja si¢
argumenty, ze na klasowkach, sprawdzianach, egzaminach, konkursach i olimpiadach
oceniane sa ich umiej¢tno$ci poprzez prace pisemne a oceniajacy na podstawie tego co jest
zapisane wystawia oceng i przyznaje punkty. Moze pojawi¢ si¢ tez drugi rodzaj argumentow
w formie aforyzméw np. ,, dla zdolnego, to nic trudnego”, ,nie ci co wymyslili co$
wspaniatego i zabrali ze soba do grobu, ale ci co wymyslili i przekazali dla dobra innych
przeszli do historii (rozwoju ludzkos$ci)”.

Nauczyciel moze zachgca¢ ucznia, by poréwnal swoja metod¢ rozwigzania z innymi
metodami jakie si¢ pojawily w klasie ze wzgledu na ich poprawno$é, prostote
wykorzystanych $rodkow, poje¢ 1 twierdzen, kompletno$¢ zapisu, rodzaj uzytych
argumentow.

Nauczyciel moze zachgcaé ucznia, by postawil nowe pytania zwigzane z sytuacja, Ktorej
dotyczylo zadanie 1 poszukiwal odpowiedzi na nie (,,spojrzal wprzod”). Jesli ucznia
zainteresowato zadanie 1 pracowat samodzielnie, to takie kolejne pytania zazwyczaj pojawiaja
si¢ W sposob naturalny. Warto jednak utwierdza¢ ucznia w przekonaniu, ze dodatkowe
pytania dobrze postawione pomagaja nie tylko rozwigzywa¢ problemy dane przez kogo$ -
(autora podrgcznika, nauczyciela) ale pozwalaja tworzy¢ nowe problemy, ktérych on sam
moze by¢ autorem. Samodzielne stawianie pytan 1 rozwigzywanie problemoéw wzmacnia
przezywanie zadowolenia, wlacza wigksza liczbg zmystow w proces uczenia si¢ i utrwalania
wiadomosci. Uczniowie uzdolnieni wykorzystujac sklonno$¢ swojego umystu do uogdlnien,
moga na bazie rozwigzanych zadan formutowa¢ nowe dla uczniow twierdzenia i uzasadniac
je poprzez argumenty ogolne, podajac dowody. Do tego typu postgpowania wdraza¢ moga
ucznia wieloetapowe zadania problemowe, ktore nauczyciel rozwiazuje w klasie z uczniami i
zachegca uczniow do samodzielnosci 1 kreatywnosci.

Czasami, gdy uczen sam zadaje pytania: po co to robimy? dlaczego tak? nauczyciel moze
zacheci¢ ucznia, by sam poszukat odpowiedzi na tak postawione pytanie i zapowiedzie¢, ze
da mu czas pod koniec lub na nastgpne;j lekcji, by na nie odpowiedzial, chociaz czg¢sciowo.
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Nauczyciel moze stwarza¢ takie sytuacje, by uczen porozmawial o rozwigzaniu zadania z
kolega partnerem, ktory rozwiazywal to samo zadanie. Stale i konsekwentnie realizowane
podejscie, by uczniowie samodzielnie podejmowali rozwiazywanie zadania i1 rozmawiali o
swoich rozwiazaniach lub trudno$ciach na jakie napotkali, przynosi wszystkim uczniom w
klasie znacznie lepsze efekty w koncowym rezultacie. Uczniowie uzdolnieni matematycznie
sa samodzielni i chca by¢ samodzielni 1 pozw6lmy im na to. Chca tez o swoich pomystach
czy watpliwos$ciach porozmawia¢ wtedy, gdy to przezywaja (,,na goraco’) i taka szans¢ moga
mie¢, gdy pracuja w grupach. Te grupy moga by¢ tworzone systematycznie w niektorych
fragmentach lekcji (lub na niektorych lekcjach) tylko dwie: 2-3 uczniéw, ktérzy rozwiazuja
zadania problemowe i pozostali uczniowie klasy, ktdrzy np. rozwiazuja typowe zadania. Tych
2-3 uczniow siadajac tylko obok siebie wspodlpracuje starajac si¢ nie przeszkadzac
pozostatym. Jest to forma sprawdzona przez niektdrych nauczycieli. Samodzielna praca
ucznia na lekcji oraz wspodlpraca z innymi powinna by¢ nawykiem, do ktérego uczen jest
wdrazany od poczatku szkolnej edukacji, (,,od pierwszego dnia w szkole). Nie jest to fatwy
do osiagnigcia cel, ale bez niego nie jesteSmy w stanie zmieni¢ procesu nauczania matematyki
1 jego efektow. Jaka$ szansa dla ucznidow 1 dla nauczyciela jest poczatek pracy z nowym
zespolem klasowym. Im nizszy etap tym wigksza szansa, ale zmiana ztych nawykéw wymaga
wigkszego wysitku wszystkich, zard6wno nauczyciela jak 1 uczniéw, a nawet wymaga
wlaczenia w to rodzicow.

Nauczyciel moze zaproponowaé uczniowi uzdolnionemu, by udzielit pomocy kolezance lub
koledze, wyjasnil matematyczng trudno$¢ lub popelniony blad. Nie jest to tatwe w
realizacji poniewaz uczniowie uzdolnieni nie majac trudno$ci z opanowaniem nowego
materiatu czgsto nie rozumieja na czym polegaja trudnosci innych oso6b. Uswiadamiajg sobie
wowcezas jak trudno jest nieraz nauczycielowi dobra¢ zadania 1 argumenty, by ,trafi¢ do
kazdego” z uczniow. Uczniowie uzdolnieni majac tatwos¢ w przechodzeniu z jednej
reprezentacji na inna, w przechodzeniu ,,0d szczegdétu do ogdtu” i na odwrét, w kojarzeniach
podobnych sytuacji, moga to wykorzystywa¢ przy objasnianiu, przy poszukiwaniu
argumentow 1 uzasadnien, by przekona¢ druga osobg, ktora mysli inaczej. USswiadamiaja
sobie wowczas, jak ,,to samo” jest réznie rozumiane przez roézne osoby 1 ze umiejgtnosci
matematycznej rozmowy ,,trzeba si¢ uczy¢”. Ta §wiadomos$¢ daje im poczucie, ze pomagajac
iInnym sami si¢ rozwijaja w poslugiwaniu si¢ matematycznymi pojgciami 1 réznymi
argumentami. Nauczyciel ich wspotprace 1 rozw6j powinien wspiera¢, by chcieli to robi¢ np.
dostrzegajac postep u ucznia, ktoremu udzielano pomocy, doceni¢ wktad udzielanej pomocy.
Nie zawsze uczniéw uzdolnionych udaje si¢ zachgci¢ do pomagania innym, zwlaszcza gdy
ich wychowywanie i uczenie jest oparte na rywalizacji a nie na wspotpracy. Czasami
uczniowie autystyczni wykazuja si¢ doskonala pamigcia matematyczna i1 szybko potrafia
uzyskiwa¢ dobre wyniki w rozwiazywaniu zadan ale maja ogromne trudno$ci w kontaktach z
rowiesnikami.

Wspoltpracujac z uczniami bardziej zaangazowanymi w proces uczenia si¢ matematyki,
nauczyciel moze zaproponowad, by uczen ulozyl zestaw pytan powtorzeniowych lub
utrwalajacych np. pamigciowy rachunek, rachunek algebraiczny, wiadomos$ci 0 figurach
geometrycznych (np. po jednym pytaniu dla kazdego ucznia w Kklasie); by pomogt lub
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samodzielnie przeprowadzil gre lub zabawe matematyczna dla catej klasy; przygotowat i
przedstawil ciekawy problem lub krotka pogadanke (prezentacj¢) matematyczna
zwiazang z materialem realizowanym na lekcji dotyczaca np. historii pojecia lub omawianego
problemu albo przyktadu prostego zastosowania. Zalecane w nowej podstawie programowe;j
na poziomie gimnazjum jest przygotowanie projektu matematycznego w zespole. W
realizacje takich projektow chetnie wlaczaja uczniowie uzdolnieni matematycznie, gdy tylko
zostawimy 1im mozliwosci doboru o0s6b do pracy w zespole, wybdér tematu z
zaproponowanych. Maja wowczas ciekawe pomysty, potrafia wspodtpracowac i wytrwale daza
do celu.

5. Kilka uwag zamiast podsumowania

We wszystkich tych pracach podejmowanych z uczniem uzdolnionym ogromne znaczenie
maja relacje migdzy nauczycielem, uczniem uzdolnionym i pozostatymi uczniami w klasie.
Nauczyciel dazy do postgpu w rozwoju kazdego ze swoich ucznidow w miarg jego mozliwosci
1 od ucznia zdolnego powinien wymagac ,,tego samego i wigcej” niz od innych. Uczen taki
nie moze by¢ w zaden sposob faworyzowany przez nauczyciela, a ocena ucznia ma oddawac
rzeczywisty wkilad pracy i rozwdj jego umiejetnosci. Uczniowie uzdolnieni sa ,,wrazliwi i
obiektywni” na punkcie oceny, im czgsto bardziej zalezy na sprawiedliwej ocenie niz na
wysokiej ocenie (potrafia powiedzie¢ nauczycielowi, ze taka wysoka ocena im si¢ nie nalezy
za jaka$ wykonang pracg). Przed zbytnim gloryfikowaniem uczniéw uzdolnionych,
nazywaniem ich ,,geniuszami matematycznymi”, przestrzega w komentarzach do swoich
badan Krutiecki. I w tej sytuacji znow mozna by si¢ odwota¢ do aforyzmoéw i zacytowac
przypisywane Eddisonowi powiedzenie: ,,geniusz to jest 1 % wzlotu i 99 % potu”.

Umiejgtnosci 1 mozliwo$ci matematyczne ucznidow w pewien sposob weryfikuje udziat
uczniow w regionalnych czy ogdélnopolskich konkursach. Jednak wielu zdolnych uczniéw nie
bierze udzialu w takich zawodach, z r6znych powodow, np. takich, ze nie lubia rywalizac;ji,
nie pracuja skutecznie w pospiechu lub bardziej cenia sobie inne swoje zdolno$ci i
zainteresowania, ktore rozwijaja. Warto mie¢ takze Swiadomos¢ tego, ze wielu laureatow
konkurséw nie zawsze prezentuje wysokiego poziomu zdolnosci matematyczne i nie
kontynuuje ich w swojej dalszej edukacji i zyciu.

Przyktady zadah i1 proces tworzenia nowych zadan z udzialem uczniow, ktore zostaly
przedstawione, dotyczyly zdolnosci uogoélniania 1 zdolno$ci ,,widzenia matematycznego”
(wyobrazni przestrzennej, intuicji). Zaakcentowane zostalty w ten sposob tylko dwa przejawy
uzdolnien matematycznych. Zdolno$¢ uogdlniania jest zgodnie uznawana jako przejaw
uzdolnien matematycznych przez psychologéw, matematykow, nauczycieli pracujacych z
uzdolnionymi uczniami. Nie ma takiej zgodnosci co do ,,widzenia” w matematyce, czy to ma
dotyczy¢ wyobrazni przestrzennej, geometrycznej, algebraicznej, czy ma by¢ abstrakcyjne,
bez pogladowych schematow 1 graficznych interpretacji. To zagadnienie wciaz jest mato
zbadane, a na wnioski z badan moézgu osob uznawanych jako szczegdlnie uzdolnione,
musimy poczekac, by wprowadzac¢ je do nauczania (Firth, 2007; Petlak, Zajacova, 2010).
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Poki co, dajmy szanse uczniom uzdolnionym, by mogli zbiera¢ bezposrednie doswiadczenia,
badac¢ i odkrywaé, samodzielnie formutowac i rozwiazywac¢ zadania problemowe na lekcjach
matematyki.
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