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W krainie figur płaskich” – część I i II 
 
Streszczenie. Przez trzy lata najlepsi uczniowie krakowskich gimnazjów uczestniczyli w unijnym  projekcie 

Młodzieżowej E-Akademii Nauk Matematyczno-Przyrodniczych. Zajęcia dla uczniów obejmowały 2 godziny 

bezpośredniej pracy z nauczycielem i 6 godzin pracy na platformie. 

Jednym z modułów matematycznych był moduł „W krainie figur płaskich”. 

Część I warsztatów dotyczy realizacji projektu przez uczniów w klasie pierwszej, a część II -  realizacji w 

trzeciej klasie.  

Nauczycielom uczestniczącym w warsztatach zaproponowałyśmy kilka zadań realizowanych przez uczniów na 

zajęciach oraz  za  pośrednictwem  Internetu.  

 

Warsztaty - część I 

 

Na zajęciach naocznych uczniowie wykonali różne konstrukcje, między innymi  

z wykorzystaniem kartki papieru.  

 

Zadanie 1. Konstrukcja rombu przez zginanie kartki.  

 

Potrzebna prostokątna kartka papieru (z prostokątów o różnych kształtach, otrzymujemy 

różne romby). 

a) Składamy kartkę tak, aby punkt C pokrył się z punktem A. Otrzymujemy odcinek EF. 

(Zaginając kartkę tak, by pokryły się punkty A i C wyznaczamy dla tych punktów oś 

symetrii.) 

b) Zaginamy kartkę wzdłuż linii AF, a potem wzdłuż linii EC. Powstaje równoległobok 

AFCE.  

c) Ten równoległobok jest także rombem. Dlaczego? Jak to wykazać? 
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Zadanie 2. Dwusieczne kątów trójkąta. 

 

Potrzebny dowolny trójkąt wycięty z papieru. 

Składamy jeden z kątów trójkąta na pół, tak aby  linia zagięcia zawierała się w dwusiecznej 

tego kąta. Podobnie postępujemy dla pozostałych dwóch katów tego trójkąta.  

 

Omawiamy własności punktu przecięcia dwusiecznych kątów trójkąta.  

 

Zadanie 3. Kwadrat.  

 

a) Potrzebna kwadratowa kartka papieru.  
Jak z kwadratowej kartki papieru otrzymać kwadrat o polu dwa razy mniejszym? 

Rozwiązanie: 

Kwadrat zginamy wzdłuż przekątnych. Następnie do wyznaczonego środka (punktu 

przecięcia przekątnych) zaginamy wierzchołki kwadratu. 

Dlaczego pole nowego kwadratu jest dwa razy mniejsze od wyjściowego? Jeżeli uczniowie 

znają twierdzenie Pitagorasa, można zapytać o długość boku mniejszego kwadratu. 

 

b) Potrzebny tangram  
  Najpierw z wszystkich siedmiu części trzeba ułożyć jeden kwadrat 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A następnie z tych samych części dwa jednakowe kwadraty. Jakie jest ich pole w porównaniu 

z dużym kwadratem? Jak to uzasadnić? 
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Były również prezentowane materiały, jakie uczniowie mieli udostępnione na platformie: 

quizy, lekcje, zadania, forum, słownik...., które teraz mogą wykorzystać uczniowie szkół 

mających dostęp do Krakowskiej Platformy Edukacyjnej. 

Zaprezentowałyśmy rozwiązania niektórych e-zadań. 

 

 

E-zadanie -  staw i drzewa 

 

W czterech rogach stawu  

w kształcie kwadratu rosną drzewa.  

Przedstaw, jak można powiększyć dwukrotnie powierzchnię stawu  

nie zmieniając jego kształtu i nie wycinając drzew.  

Jaka jest długość boku nowego kwadratu?  

Uzasadnij swoje rozwiązanie.  

 

Punktacja.  

Podanie poprawnej odpowiedzi ze wskazaniem, że drzewa będą na środku boku – 2 p. 

Podanie długości boku nowego kwadratu z uzasadnieniem – 2 p. 

Uzasadnienie, że pole jest dwa razy większe – 1 p. 

 

 

Oto niektóre z przesłanych przez uczniów rozwiązań. Nie wszystkie są poprawne, czy pełne, 

ale warto je zobaczyć. Zadaniem nauczyciela, było sprawdzenie i ocenienie zadania oraz 

przesłanie komentarza. Uczeń mógł poprawiać zadania, prosić o wskazówki  instruktora lub 

eksperta. Miał zwykle cztery tygodnie na rozwiązanie wszystkich zadań i zaliczenie 

zamieszczonych materiałów z danego modułu. Przesłane pliki były w różnych formatach, 

dlatego odczytanie ich sprawiało niekiedy kłopot. 

 

Rozwiązania uczniów 

 

Rozwiązanie 1 
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Moim zdaniem tak mógłby wyglądać dwukrotnie powiększony staw. 

Kwadrat, który znajduje się w środku został podzielony na cztery trójkąty prostokątne. 

Kwadrat na zewnątrz składa się z kwadratu wewnętrznego i czterech trójkątów prostokątnych, 

(które są takie same jak te w kwadracie środkowym), więc tak jakby z drugiego kwadratu. 

 

Bok kwadratu zewnętrznego jest dwa razy większy od boku kwadratu wewnętrznego. 

 

Rozwiązanie 2 

 

 
 

 

 

Moim zdaniem tak mógłby wyglądać dwukrotnie powiększony staw. 

 

Kwadrat, który znajduje się w środku został podzielony na cztery trójkąty prostokątne. 

Kwadrat na zewnątrz składa się z kwadratu wewnętrznego i czterech trójkątów prostokątnych, 

(które są takie same jak te w kwadracie środkowym), więc tak jakby z drugiego kwadratu. 

 

Bok kwadratu zewnętrznego jest o √2 większy od boku kwadratu wewnętrznego. 
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Rozwiązanie 3 

 
 

Moim zdaniem tak mógłby wyglądać dwukrotnie powiększony staw. 

 

Kwadrat, który znajduje się w środku został podzielony na cztery trójkąty prostokątne. 

Kwadrat na zewnątrz składa się z kwadratu wewnętrznego i czterech trójkątów prostokątnych, 

(które są takie same jak te w kwadracie środkowym), więc tak jakby z drugiego kwadratu. 

 

Bok kwadratu zewnętrznego jest √2 razy dłuższy od boku kwadratu wewnętrznego, 

ponieważ przekątna kwadratu wewnętrznego jest √2 razy dłuższa od boku jednego z 

kwadratów kwadratu zewnętrznego. 
 

Rozwiązanie 4 

 

Trzeba tak wymierzyć boki stawu, żeby drzewa były pośrodku każdego z nich. 
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Pole zwiększy się dwa razy. 

 

 

W takim razie bok będzie miał długość tyle, ile wynosiła odległość między dwoma 

przeciwnymi choinkami. 

 

Rozwiązanie 5 

 

Aby zwiększyć pole tego stawu należy obrócić go o 45
o 

 i powiększyć go. 

a
2 

+ a
2 

= c
2 

2 a
2 

= c
2        

/:2 

a
2  

= c
2  

:2   /pierwiastek 

a=c : (pierwiastek(2)) 

a-długość przyprostokątnej 

c-długość boku           

                                                                              
            

        

                                                                                      

                                                                                                                  

 

Odp. Długość  nowego boku kwadratu wynosi 2). 
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Rozwiązanie 6 

 

 
 

Rozwiązanie 7  

 

Przekątne kwadratu o boku a dzielą kwadrat na  

4 identyczne trójkąty prostokątne równoramienne. 

 Każdy z tych trójkątów stanowi więc ¼  kwadratu.  

Do każdego z czterech boków dokładamy po jednym  

trójkącie, tak aby boki kwadratu były podstawami trójkątów. 

W ten sposób powstał dwa razy większy kwadrat, 

a drzewa pozostały na swoim miejscu. 

 

Długość boku nowego kwadratu jest równa długości  

przekątnej kwadratu mniejszego i wynosi a ∙√2.    a ∙√2.  

 

a 

* 

√

2 
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Warsztaty - część II 

 

W tej części zaprezentowałyśmy fragment zajęć prowadzonych z uczniami i omówiłyśmy 

zajęcia na platformie. 

Dla uczniów klasy trzeciej na platformie zostały przygotowane cztery tematy: 

 

1. Koła, kąty, wielokąty. 

Lekcja: Koła i kąty  za 10 punktów 

Zadanie 1. Trójkąt za 5 punktów 

Quiz za 5 punktów 

 

2. Figury przystające i podobne 

Lekcja: Wielokąty za 10 punktów 

Zadanie 2. Kwadraty za 5 punktów 

 

3. Te figury są piękne czy foremne? 

Lekcja: Z paska... za 10 punktów 

Zadanie 3. Sześciokąty za 5 punktów 

 

4. Wędrówki z Pitagorasem i Talesem 

Lekcja: Pitagoras i ... za 10 punktów 

 

Udział w forum: „Na bokach trójkąta”  za 5 punktów 

 

Zadanie 4. Rzeka  za 5 punktów 

 

Łącznie można było zdobyć 70 pkt. Do indeksu ucznia wynik wpisany był w procentach. 

 

No, teraz to sobie 

można poskakać! 
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Z części drugiej proponujemy dwa zadania z zajęć z uczniami i dwa zadania z platformy: 

 

Zadanie 1.  
Jak z kwadratowej kartki papieru ułożyć kwadrat, którego pole będzie pięć razy mniejsze? 

 

Potrzebna kwadratowa kartka papieru. 

 

1) Zaznaczamy środek każdego z boków. 

 

  
 

2) Zaginamy kartkę tak, aby połączyć linią środek boku z wierzchołkiem i otwieramy. 

 

 

3) Powtarzamy tak dla każdego z punktów, który jest środkiem boku. Otrzymujemy cztery 

linie.   
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4) Składając kartkę kolejno wzdłuż zagięć otrzymujemy kwadrat, którego pole jest pięć razy 

mniejsze. Jakiej długości jest bok tego kwadratu? 

 

 

 

                         
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Na platformie, w temacie 2 było E-zadanie. 

 

Zadanie 2. Kwadraty – 5 punktów 

 

Dany jest kwadrat o boku a. Każdy bok został podzielony na 3 równe części. Na każdym  

z boków ( w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara) wybieramy kolejno po 

jednym punkcie, który dzieli  bok w stosunku 2:1. Punkty oznaczamy A, B, C i D, a potem 

łączymy odcinkami.  

a) Uzasadnij, że czworokąt ABCD to kwadrat i oblicz  

jego pole.  

 

b) Jaka jest skala podobieństwa ? 

 

c) Jeśli boki kwadratu KLMN podzielimy na  5 równych 

części i połączymy kolejne punkty dzielące boki w 

stosunku 4:1, to jakie będzie pole otrzymanego 

czworokąta? Jaka będzie skala podobieństwa? 

 

A 

B 

C 

D 
N M 

K 

L 
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Ocena: 

a) 1pkt. Dowód, że ABCD jest kwadratem.  

    1pkt. Obliczenie pola jednego trójkąta np. KBA 

    1pkt. Obliczenie pola kwadratu ABCD 

b)  1pkt Obliczenie skali podobieństwa.   

c) 1pkt  Obliczenie pola kwadratu i skali podobieństwa. 

 

Rozwiązania uczniów. 

 

Rozwiązanie I. 

 

A) Aby zauważyć, że figura ABCD to kwadrat potrzebny jest nam rysunek: 

 
Widzimy, że boki figury ABCD są tej samej długości, gdyż są to przekątne 

prostokątów o takich samych wymiarach jak prostokąt XCMD. Dzięki temu widać, że 

„miejsca styku z drugą przekątną” tworzy ramiona kąta prostego, więc mamy 

pewność, że nie jest to romb. Aby obliczyć pole potrzebujemy kolejnego rysunku: 

 

 
Widzimy, że trójkąty 1,3,4,5 po „złożeniu” stały się kwadratami o wymiarach figury 

nr 2. Więc kwadrat ABCD składa się z pięciu kwadracików tej samej wielkości, a 

kwadrat KLMN z 9 kwadracików. Stąd wiadomo, że PABCD/PKLMN równa się 
 

 
.  A 
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skoro wiemy, że długość boku kwadratu KLMN wynosi „ a ” to Pole kwadratu ABCD 

wynosi 
 

 
a

2
. 

B) Skale podobieństwa oznaczmy literą k. Wiemy, że stosunek pól jest równy 

kwadratowi skali podobieństwa. Stosunek naszych pól wynosi 
 

 
, czyli k

2
=
 

 
. A więc 

skala prawdopodobieństwa k= 
 

 
 =
  

 
.   : 

C) Spróbujmy zilustrować tę sytuację 

 
 

Od razu policzmy z ilu kwadracików składa się nowo powstały kwadrat (jeden kolor 

to jeden kwadracik). Wynik wynosi 17. Duży kwadrat składa się z 25 kwadracików.  

A więc stosunek pól wynosi 
  

  
. Skala podobieństwa to k= 

  

  
, czyli k=

   

 
. 
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Rozwiązanie II 

 
 

a) Uzasadnij, że czworokąt ABCD to kwadrat i oblicz jego pole.  

 

Czworokąt ABCD jest kwadratem, ponieważ 

 jego boki są równe (przekątne takich samych prostokątów o bokach ⅓a i ⅔a) 

 jego kąty mają taką samą miarę ( CL NA, ND BL DA BC ; 

DM KB , AK CM  DC AB ). 
2

2 2

2 2

2

1 2

3 3

1 4

9 9

5

9

ABCD

ABCD

ABCD

P a a

P a a

P a

 
        

    
 

 



 

b) Jaka jest skala podobieństwa obu kwadratów? 
2 2

2
1 2 5 5

3 3 59 9

9

a a a a
AB BC CD DA

KL LM MN NK a a a

   
   

   
        

skala podobieństwa - 
5

1:
9

 

c) Jeśli boki kwadratu KLMN podzielimy na 5 równych części i połączymy kolejne 

punkty dzielące boki w stosunku 4:1, to jakie będzie pole otrzymanego kwadratu? Jaka 

będzie skala podobieństwa?  
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2
2 2

2

1 4

5 5

17

25

EFGH

EFGH

P a a

P a

 
        

    
 



 

217 17

1725 25

25

a a
EF FG GH HA

KL LM MN NK a a
       

skala podobieństwa - 
17

1:
25

 

 

 

 

 

 

Zadanie 3. Sześciokąty – 5 punktów 

 

a) Znajdź stosunek pól sześciokątów foremnych zaznaczonych na rysunku.  

b) Jaki jest stosunek ich obwodów? 

c) Jaką częścią całego sześciokąta jest sześciokątny pierścień? 

d) Jakie są miary kątów wewnętrznych widocznych na rysunku trójkątów 

rozwartokątnych? 

e) W jakiej skali są podobne widoczne na rysunku trójkąty rozwartokątne? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ocena: 

a) Obliczenie stosunku pól sześciokątów foremnych (1pkt) 

b) Obliczenie stosunku obwodów sześciokątów foremnych. (1pkt)  

c)  Obliczenie, jaką częścią całego sześciokąta jest sześciokątny pierścień  (1pkt) 

d) Wyznaczenie miar katów wewnętrznych trójkątów rozwartokątnych (podobnych ) (1pkt) 

e) Wyznaczenie skali podobieństwa trójkątów rozwartokątnych (1pkt) 
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Rozwiązania uczniów.  

I rozwiązanie 
a). 

 
Pole małego 6-kąta to pola 6 trójkątów równobocznych przedstawionych na rysunku. 

Trójkąty rozwartokątne mają to samo pole co trójkąty równoboczne, ponieważ mają taką 

samą podstawę i wysokość. 

Pole dużego 6-kątu jest 3 razy większe od pola małego 6-kąta. 

2:1 

b). 

 

a 

a   
a   
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Krótsza przekątna małego sześciokąta  jest równa bokowi dużego sześciokąta. Pole małego 6-

kąta = 6a. Pole dużego 6-kąta = 6a  . Stosunek obwodów 6a  :6a 

 

c). 2/3 całości sześciokąta to pierścień. 

 

 

d). 

 
 

Kąt zaznaczony na pomarańczowo ma miarę 60
0
. 

Kąt zielony ma miarę  

360
0
 - 2∙60 = 360 – 120 = 240 

240 : 2 = 120
0
 

180-120 = 60 

60:2 = 30 

Kąty trójkąta rozwartokątnego 120,30,30 stopni. 

 

e). 1:1, 
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II Rozwiązanie 

120

60

2

3

1
1

2

3

2

3 3

3 3

3

3

3

ABC

ABC

ABC

c b

h a

h a

c
h

a c

a
c

c a

b a





 

 
















 

 

a) Znajdź stosunek pól obu sześciokątów foremnych.  
2

1

2
2

13 3 1
22

3 3

2

a
P

P b
 

2 3a

1
1

2
 

2

3 3a  

2 2

2 2

1

3 33

a a

aa

    

stosunek pól - 1:3 

b) Jaki jest stosunek ich obwodów 

1

2

6Ob

Ob


6

a a

b


a

1

3 3
  

stosunek obwodów – 1: 3  

c) Jaką częścią całego sześciokąta jest sześciokątny pierścień? 

Nie rozumiem terminu „sześciokątny pierścień”. 

d) Jakie są miary kątów wewnętrznych widocznych na rysunku trójkątów rozwartokątnych? 

120 60
30

2

180 60 120

  
 

   

 

miary kątów: 30 ,30 ,120    

e) W jakiej skali są podobne widocznych na rysunku trójkąty rozwartokątne? 

 
 

1

2

2 32 2 3 2 3

3 2 3 2 3 3 2 33 2 3

aOb a b a a

Ob a b a a a
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Zadanie 4. Trójkąty i sześciokąty 

Potrzebny pasek papieru szerokości ok. 2cm. 

1) Zaginamy dowolnie 

     
2) U dołu paska otrzymujemy dwa kąty: ostry i rozwarty. Zaginamy pasek tak, aby podzielić 

kąt rozwarty na pół ( zagięcie zawiera się w dwusiecznej tego kąta) 

 
 

3) Otwieramy pasek i u góry mamy dwa kąty ostry i rozwarty. Zaginamy pasek tak, aby 

podzielić kąt rozwarty na pół. I tak kontynuujemy składanie do końca paska. 

 

 

 
 

 

Począwszy od pewnego momentu otrzymane trójkąty są równoboczne. Dlaczego? 

 

Odcinamy pasek na szóstym zagięciu i można z takiego paska ułożyć: 

a) sześciokąt foremny 

b) trapez równoramienny 

c) równoległobok 

d) inne wielokąty 

e) wielokąty podobne o ile skleimy dwa lub trzy takie paski. 

 


