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W Kkrainie figur plaskich” — czeS¢ i I1

Streszczenie. Przez trzy lata najlepsi uczniowie krakowskich gimnazjow uczestniczyli w unijnym projekcie
Mtodziezowej E-Akademii Nauk Matematyczno-Przyrodniczych. Zajgcia dla ucznidéw obejmowaty 2 godziny
bezposredniej pracy z nauczycielem i 6 godzin pracy na platformie.

Jednym z modutéw matematycznych byt modut ,,W krainie figur ptaskich”.

Cze$¢ 1 warsztatow dotyczy realizacji projektu przez ucznidow w klasie pierwszej, a cze$¢ II - realizacji w
trzeciej klasie.

Nauczycielom uczestniczacym w warsztatach zaproponowaty$my kilka zadan realizowanych przez uczniéw na
zaje¢ciach oraz za posrednictwem Internetu.

Warsztaty - czesé 1

Na zajeciach naocznych uczniowie wykonali r6zne konstrukcje, miedzy innymi
z wykorzystaniem kartki papieru.

Zadanie 1. Konstrukcja rombu przez zginanie kartki.

Potrzebna prostokatna kartka papieru (z prostokatow o réznych ksztaltach, otrzymujemy
rézne romby).

a) Skladamy kartke tak, aby punkt C pokryt si¢ z punktem A. Otrzymujemy odcinek EF.
(Zaginajac kartke tak, by pokryly si¢ punkty A i C wyznaczamy dla tych punktow o$
symetrii.)

b) Zaginamy kartk¢ wzdhluz linii AF, a potem wzdluz linii EC. Powstaje réwnolegtobok
AFCE.

c¢) Ten rownoleglobok jest takze rombem. Dlaczego? Jak to wykazac?
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Zadanie 2. Dwusieczne katow trojkata.

Potrzebny dowolny trojkat wyciety z papieru.
Sktadamy jeden z katow trojkata na pol, tak aby linia zagiecia zawierata si¢ w dwusiecznej
tego kata. Podobnie postepujemy dla pozostatych dwoch katow tego trojkata.

Omawiamy wiasnosci punktu przecigcia dwusiecznych katéw trojkata.
Zadanie 3. Kwadrat.

a) Potrzebna kwadratowa kartka papieru.

Jak z kwadratowej kartki papieru otrzymac¢ kwadrat o polu dwa razy mniejszym?
Rozwigzanie:

Kwadrat zginamy wzdluz przekatnych. Nastepnie do wyznaczonego S$rodka (punktu
przeciecia przekatnych) zaginamy wierzchotki kwadratu.

Dlaczego pole nowego kwadratu jest dwa razy mniejsze od wyj$ciowego? Jezeli uczniowie
znaja twierdzenie Pitagorasa, mozna zapytac¢ o dtugo$¢ boku mniejszego kwadratu.

b) Potrzebny tangram
Najpierw z wszystkich siedmiu cze$ci trzeba utozy¢ jeden kwadrat

A nastepnie z tych samych czg$ci dwa jednakowe kwadraty. Jakie jest ich pole w poréwnaniu
z duzym kwadratem? Jak to uzasadnic¢?
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Byly réwniez prezentowane materiaty, jakie uczniowie mieli udostgpnione na platformie:
quizy, lekcje, zadania, forum, stownik...., ktore teraz moga wykorzysta¢ uczniowie szkot
majacych dostep do Krakowskiej Platformy Edukacyjne;.

ZaprezentowalySmy rozwigzania niektorych e-zadan.

E-zadanie - staw i drzewa

W czterech rogach stawu

w ksztatcie kwadratu rosng drzewa.

Przedstaw, jak mozna powigkszy¢ dwukrotnie powierzchnig stawu
nie zmieniajac jego ksztaltu 1 nie wycinajac drzew.

Jaka jest dlugo$¢ boku nowego kwadratu?

Uzasadnij swoje rozwiazanie.

Punktacja.

Podanie poprawnej odpowiedzi ze wskazaniem, ze drzewa beda na §rodku boku — 2 p.
Podanie dlugosci boku nowego kwadratu z uzasadnieniem — 2 p.

Uzasadnienie, ze pole jest dwa razy wicksze — 1 p.

Oto niektore z przestanych przez ucznidéw rozwigzan. Nie wszystkie sa poprawne, czy pelne,
ale warto je zobaczy¢. Zadaniem nauczyciela, bylo sprawdzenie i ocenienie zadania oraz
przestanie komentarza. Uczen mogl poprawia¢ zadania, prosi¢ o wskazoéwki instruktora lub
eksperta. Mial zwykle cztery tygodnie na rozwigzanie wszystkich zadan 1 zaliczenie
zamieszczonych materiatow z danego modutu. Przestane pliki byty w roéznych formatach,
dlatego odczytanie ich sprawiato niekiedy ktopot.

Rozwigzania uczniow

Rozwigzanie 1
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Moim zdaniem tak mogltby wygladaé dwukrotnie powigkszony staw.

Kwadrat, ktory znajduje si¢ w srodku zostal podzielony na cztery trojkaty prostokatne.
Kwadrat na zewnatrz sktada si¢ z kwadratu wewnetrznego i czterech trojkatow prostokatnych,
(ktore sg takie same jak te w kwadracie srodkowym), wigc tak jakby z drugiego kwadratu.

Bok kwadratu zewngtrznego jest dwa razy wiekszy od boku kwadratu wewngtrznego.

Rozwigzanie 2

Moim zdaniem tak mogltby wygladaé¢ dwukrotnie powigkszony staw.
Kwadrat, ktory znajduje si¢ w $rodku zostal podzielony na cztery trojkaty prostokatne.
Kwadrat na zewnatrz sktada si¢ z kwadratu wewngtrznego i czterech trojkatow prostokatnych,

(ktore sg takie same jak te w kwadracie srodkowym), wiec tak jakby z drugiego kwadratu.

Bok kwadratu zewnetrznego jest o V2 wiekszy od boku kwadratu wewnetrznego.
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Rozwigzanie 3

Moim zdaniem tak mogtby wyglada¢ dwukrotnie powigckszony staw.

Kwadrat, ktory znajduje si¢ w srodku zostal podzielony na cztery trojkaty prostokatne.
Kwadrat na zewnatrz sktada si¢ z kwadratu wewnetrznego i czterech trojkatow prostokatnych,
(ktore sg takie same jak te w kwadracie srodkowym), wigc tak jakby z drugiego kwadratu.

Bok kwadratu zewnetrznego jest V2 razy dtuzszy od boku kwadratu wewnetrznego,

poniewaz przekatna kwadratu wewnetrznego jest \2 razy dtuzsza od boku jednego z
kwadratow kwadratu zewngtrznego.

Rozwiazanie 4

Trzeba tak wymierzy¢ boki stawu, zeby drzewa byty posrodku kazdego z nich.
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Pole zwigkszy si¢ dwa razy.

W takim razie bok bedzie miat dlugos¢ tyle, ile wynosita odlegto$¢ migdzy dwoma
przeciwnymi choinkami.

Rozwigzanie 5

Aby zwiekszyé pole tego stawu nalezy obrécié go o 45° i powiekszy¢ go.
a®+a’=c?

2a°=c® /22

a’ =c?:2 [pierwiastek

a=c : (pierwiastek(2))

a-dhugos¢ przyprostokatnej

c-dhugos¢ boku

Odp. Dlugos¢ nowego boku kwadratu wynosi 2).
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Rozwigzanie 6
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Rozwiazanie 7

Przekatne kwadratu o boku a dzielg kwadrat na

4 identyczne trojkaty prostokatne roOwnoramienne.
Kazdy z tych trojkatow stanowi wigc /4 kwadratu.
Do kazdego z czterech bokéw doktadamy po jednym
trojkacie, tak aby boki kwadratu byly podstawami trOqutow
W ten sposob powstal dwa razy wigkszy kwadrat, :
a drzewa pozostaty na swoim miejscu.

Dhugo$¢ boku nowego kwadratu jest rdwna dtugos$ci
przekatnej kwadratu mniejszego i wynosi a V2.
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No, teraz to sobie
* mozna poskakac!

Warsztaty - czesc 11

W tej czesci zaprezentowaty$my fragment zaje¢ prowadzonych z uczniami i omowity$my
zajecia na platformie.
Dla uczniéw klasy trzeciej na platformie zostaty przygotowane cztery tematy:

1. Kofa, katy, wielokaty.

Lekcja: Kota i katy za 10 punktow
Zadanie 1. Trojkat za 5 punktow
Quiz za 5 punktow

2. Figury przystajace i podobne
Lekcja: Wielokaty za 10 punktéw
Zadanie 2. Kwadraty za 5 punktow

3. Te figury sa pigkne czy foremne?
Lekcja: Z paska... za 10 punktow
Zadanie 3. Szedciokaty za 5 punktow

4. Wedrowki z Pitagorasem i Talesem
Lekcja: Pitagoras i ... za 10 punktow

Udziat w forum: ,,Na bokach trojkata” za 5 punktow
Zadanie 4. Rzeka za 5 punktow

Lacznie mozna byto zdoby¢ 70 pkt. Do indeksu ucznia wynik wpisany byt w procentach.
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Z czgsci drugiej proponujemy dwa zadania z zaje¢ z uczniami i dwa zadania z platformy:

Zadanie 1.
Jak z kwadratowej kartki papieru utozy¢ kwadrat, ktérego pole bedzie pig¢ razy mniejsze?

Potrzebna kwadratowa kartka papieru.

1) Zaznaczamy $rodek kazdego z bokow.

2) Zaginamy kartke tak, aby polaczy¢ linig srodek boku z wierzchotkiem 1 otwieramy.

3) Powtarzamy tak dla kazdego z punktow, ktory jest srodkiem boku. Otrzymujemy cztery
linie.
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4) Sktadajac kartke kolejno wzdhuz zagie¢ otrzymujemy kwadrat, ktorego pole jest pie¢ razy
mniejsze. Jakiej dlugosci jest bok tego kwadratu?

Na platformie, w temacie 2 bylo E-zadanie.
Zadanie 2. Kwadraty — 5 punktow

Dany jest kwadrat o boku a. Kazdy bok zostal podzielony na 3 rowne cz¢sci. Na kazdym

z bokow ( w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara) wybieramy kolejno po
jednym punkcie, ktory dzieli bok w stosunku 2:1. Punkty oznaczamy A, B, C i D, a potem
taczymy odcinkami.

a) Uzasadnij, ze czworokat ABCD to kwadrat i oblicz D
jego pole. N M
b) Jaka jest skala podobienstwa ? c
c) Jesli boki kwadratu KLMN podzielimy na 5 réwnych
czesci 1 potaczymy kolejne punkty dzielgce boki w A
stosunku 4:1, to jakie bedzie pole otrzymanego
czworokata? Jaka bedzie skala podobienstwa?
3 L
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Ocena:

a) 1pkt. Dowdd, ze ABCD jest kwadratem.
1pkt. Obliczenie pola jednego trojkata np. KBA
1pkt. Obliczenie pola kwadratu ABCD

b) 1pkt Obliczenie skali podobienstwa.

c) 1pkt Obliczenie pola kwadratu i skali podobienstwa.

Rozwiqgzania uczniow.

Rozwigzanie I.

A) Aby zauwazy¢, ze figura ABCD to kwadrat potrzebny jest nam rysunek:

N L M
€
A
L

= B
Widzimy, ze boki figury ABCD s3 tej samej dtugosci, gdyz sg to przekatne
prostokatow o takich samych wymiarach jak prostokat XCMD. Dzigki temu widac, ze
»,miejsca styku z drugg przekatng” tworzy ramiona kata prostego, wigc mamy
pewnos¢, ze nie jest to romb. Aby obliczy¢ pole potrzebujemy kolejnego rysunku:

N I M

\
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Widzimy, ze trojkaty 1,3,4,5 po ,,ztozeniu” staly si¢ kwadratami o wymiarach figury
nr 2. Wigc kwadrat ABCD sktada si¢ z pigciu kwadracikow tej samej wielko$ci, a

kwadrat KLMN z 9 kwadracikéw. Stad wiadomo, ze Pagcp/Pkivn rowna si¢ g. A
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skoro wiemy, ze dlugo$¢ boku kwadratu KLMN wynosi ,, a 7 to Pole kwadratu ABCD
Wynosi gaz.

B) Skale podobienstwa oznaczmy literg k. Wiemy, ze stosunek poél jest rowny

kwadratowi skali podobienistwa. Stosunek naszych pol wynosi g, czyli kzzg. A wigc

skala prawdopodobienstwa k= \E :g_ :

C) Sprobujmy zilustrowac te sytuacje

Od razu policzmy z ilu kwadracikoéw sktada si¢ nowo powstaty kwadrat (jeden kolor
to jeden kwadracik). Wynik wynosi 17. Duzy kwadrat sktada si¢ z 25 kwadracikow.

A wigc stosunek pol wynosi % Skala podobienstwa to k= \/g, czyli k:g.
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Rozwiazanie 11

D

N M
C

A

K B L

a) Uzasadnij, ze czworokat ABCD to kwadrat i oblicz jego pole.

Czworokat ABCD jest kwadratem, poniewaz
e  jego boki sg rowne (przekatne takich samych prostokatéw o bokach Ysa i %3a)
e jego katy maja takg sama miar¢ (CLIINA, ND[IBL = DAIIBC;
DM KB, AK[ICM = DC[AB).

- U@af (2] }

P asco :éaz +ga2
5
P asco 2532

b) Jaka jest skala podobienstwa obu kwadratow?

o) 5 e o

—a| +| —-a ~a a. |-

AB_BC cDb DA \\3 37) Voo 9_ﬁ
a a a 9

KL LM MN NK

skala podobienstwa - 1: \/g

¢) Jesli boki kwadratu KLMN podzielimy na S rownych czesci i polaczymy kolejne
punkty dzielace boki w stosunku 4:1, to jakie bedzie pole otrzymanego kwadratu? Jaka
bedzie skala podobienstwa?
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2
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KL LM MN NK a

17
- skala podobienstwa - 1:, [—
K F L V25

Zadanie 3. Szesciokaty — 5 punktéw

a) Znajdz stosunek pdl szesciokgtow foremnych zaznaczonych na rysunku.

b) Jaki jest stosunek ich obwodow?

c) Jaka czescig catego szesciokata jest szesciokatny pierscien?

d) Jakie sg miary katow wewnetrznych widocznych na rysunku trojkatow
rozwartokatnych?

e) W jakiej skali sg podobne widoczne na rysunku trojkaty rozwartokatne?

Ocena:

a) Obliczenie stosunku pol szesciokatow foremnych (1pkt)

b) Obliczenie stosunku obwodow szesciokatow foremnych. (1pkt)

c) Obliczenie, jakg czgScig calego szesciokata jest szesciokatny pierscien (1pkt)

d) Wyznaczenie miar katow wewnetrznych trojkatow rozwartokatnych (podobnych ) (1pkt)
e) Wyznaczenie skali podobienstwa trojkatow rozwartokatnych (1pkt)
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Rozwiqgzania uczniow.
I rozwigzanie

a).

Pole matego 6-kata to pola 6 trojkatow rownobocznych przedstawionych na rysunku.
Trojkaty rozwartokatne maja to samo pole co trojkaty rownoboczne, poniewaz maja taka
samg podstawe 1 wysokos¢.

Pole duzego 6-katu jest 3 razy wigksze od pola matego 6-kata.

2:1

b).

15
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Kroétsza przekatna matego szesciokata jest rowna bokowi duzego szesciokata. Pole matego 6-
kata = 6a. Pole duzego 6-kata = 6av/3. Stosunek obwodéw 6av/3:6a

C). 2/3 calosci szesciokata to pierscien.

d).

Kat zaznaczony na pomarafnczowo ma miare 60°,
Kat zielony ma miarg

360° - 2:60 = 360 — 120 = 240

240 :2 =120°

180-120 = 60

60:2 =30

Katy trojkata rozwartokatnego 120,30,30 stopni.

). 11,2
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IT Rozwiazanie

a =120°
p =60°
c=b

2

gh’ABc =a

1
h\ABC :1Ea

3
hTABC = T

3a:c«/§
C=3an/§

3
c=ay3
b=a3

a) Znajdz stosunek pol obu sze$ciokatéw foremnych.

3a’ \/g %az& 2 2

R_ 2 _ _a a1
P, 3bzﬁ %(aﬁ)%@k (af) 3 3

stosunek pol - 1:3

b) Jaki jest stosunek ich obwodow
Ob _8a_ & _1
Ob, & aV3 3

stosunek obwodow — 1. «/5

c) Jaka czescig catego szesciokata jest szesciokatny pierscien?
Nie rozumiem terminu ,,szeSciokatny pierscien”.

d) Jakie sg miary katéw wewnetrznych widocznych na rysunku trojkatow rozwartokatnych?

120°-60° _ .

180°-60° =120°
miary katow: 30°,30°,120°

e) W jakiej skali sg podobne widocznych na rysunku trojkaty rozwartokatne?

Ob _ 2a+b _ 2a+ay3 _ a(2+3) _2+\3
Ob, 3a+2b 3a+2ay3 a(3+2\/§) 3+243
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Zadanie 4. Trojkaty i szeSciokaty
Potrzebny pasek papieru szerokosci ok. 2cm.
1) Zaginamy dowolnie

2) U dolu paska otrzymujemy dwa katy: ostry i rozwarty. Zaginamy pasek tak, aby podzieli¢
kat rozwarty na pot ( zagiecie zawiera si¢ w dwusiecznej tego kata)

3) Otwieramy pasek i u gory mamy dwa katy ostry i rozwarty. Zaginamy pasek tak, aby
podzieli¢ kat rozwarty na pot. I tak kontynuujemy sktadanie do konca paska.

NNNNNN

Poczawszy od pewnego momentu otrzymane trojkaty sag rownoboczne. Dlaczego?

Odcinamy pasek na szdstym zagigciu 1 mozna z takiego paska utozy¢:
a) szesciokat foremny
b) trapez rownoramienny
c) réwnoleglobok
d) inne wielokaty
e) wielokaty podobne o ile skleimy dwa lub trzy takie paski.
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