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XXI Krajowej Konferencji SNM w Krakowie 

LICZBY RZECZYWISTE 

 

Krzysztof Mostowski,( Siedlce)  kmostow@o2.pl 

Systemy pozycyjne 

 

Streszczenie. Rozumienie systemu polega na rozumieniu liczb. To właśnie pokazujemy. Jak rozumieć liczby 

rzeczywiste.  

 

Na wstępie postawiono kilka pytań: 

Dlaczego używamy dziesiątkowego systemu pozycyjnego?  

Co w nim jest takiego wyjątkowego?  

Czy są inne podobne systemy zapisywania liczb? 

Czy układ dziesiętny ma jakieś specjalne własności?  

Czy to przypadek, czy konieczność, że używamy systemu dziesiątkowego zapisywania liczb? 

I szukaliśmy odpowiedzi. 

Czemu służy wprowadzanie tematu "Systemy pozycyjne" w szkole?  

W historii używane były różne systemy, od piątkowego do sześćdziesiątkowego. Ślady ich 

spotykamy na każdym kroku w różnych językach i dokumentach historycznych. W języku 

polskim mamy liczby od 11 do 20 mają specjalne nazwy (nie dziesięć jeden, jak dwadzieścia 

jeden, a jedenaście), niezgodne z systemem, a w podziale kąta i jednostkach czasu wyraźnie 

widać ślady systemu sześćdziesiątkowego. Mamy specjalną nazwę dla dwunastu,   

sześćdziesięciu (pięć dwunastek), czy dwunastu dwunastek 144, to tuzin, kopa i gros.  

Bliżej potraktowaliśmy system dwójkowy. Ten system jest najłatwiejszy, gdyż ma tylko dwie 

cyfry,  dwa znaki do zapisu liczb: 0 i 1. 

 

Liczenie na szachownicy 

System dwójkowy bardzo łatwo jest zrealizować fizykalnie na szachownicy lub odręcznie 

narysowanej kratce. 

Potrzebujemy też trochę  jakichkolwiek  przedmiotów jednego rodzaju. Mogą to być 

kamyczki, fasolki, metalowe nakrętki, lub podkładki. Te przedmioty pełnią role pionków. 
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Gdy wstawimy pionek na pewnym polu, to znaczy że jest tam cyfra jeden. Brak pionka 

znaczy, że jest tam cyfra zero. 

 

 

 

 

 

Zapis liczby tworzymy od prawej strony do lewej, jeśli w jakimś polu pojawi się więcej niż 1 

pionek, to: 
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Zasada 1 

Zabieramy kolejno dwa pionki i zamieniamy je na  jeden pionek na sąsiednim polu z lewej 

strony. 

Przykład 1 

Stawiamy jeden pionek w prawej kolumnie w pierwszym rzędzie i powtarzamy dodawanie 

liczby 1 

     o 1 1 

    oo 1 + 1, Tu trzeba 2 zabrać i 1 w lewo  

    o  1 + 1 10 

    o o (1 +1) + 1 11 

    o oo ((1 +1) + 1) + 1; Tu działa zasada 1  

   oo  Zasada 1  

   o    100 

   o   o (((1 +1) + 1) + 1)  + 1 101 

   o  oo ((((1 +1) + 1) + 1)  + 1) + 1; zasada 1  

   o  o   110 

   o  o  o (((((1 +1) + 1) + 1)  + 1) + 1) + 1; 111 

  o    To 1 + 1 + 1 + 1+ 1 + 1 + 1 + 1 1000 

  o    o i + 1 1001 

  o   o  + 1 1010 

  o   o  o + 1 1011 

  o  o   + 1 1100 

  o  o   o + 1 1101 

  o  o  o  + 1 1110 

  o  o  o  o + 1 1111 

 o     + 1 10000 
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Można to całościowo przedstawić następującym rysunkiem: 

 

 

Umiem już liczyć i zapisywać liczby. Tam gdzie jest kółko wstawiam 1, w puste miejsca 0, 

pomijając wszystkie 0 będące po lewej stronie. Gdy trzeba, będę zapisywał podstawę systemu 

z indeksem dolnym: 

12 = 1 

102 = 2 

112 = 3 

1002 = 4 

1012 = 5 

1102 = 6 

1112 = 7 

10002 = 8 itd. 

100002 = 16 

1000002 = 32 

10 000 000 0002 = 1024 

 

 

 

To trzeba policzyć 

 

 

Połowa w lewo 

 

Połowa w lewo (ale 1 zostaje, bo liczba nieparzysta) 

Zasada 1 

2 zabieram i 1 w lewo 
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Przykład 2 

Dodawanie na „szachownicy” 

Tu dodawanie to przesuwanie pionków w pionie. 

Przykład 3 

Dodawanie na „szachownicy” 

 

 

Odejmowanie, to działanie 

odwrotne do dodawania, zatem 

muszę wykonywać działanie w 

„przeciwnym kierunku”, 

działania odwrotne do tych, które 

wykonywałem w dodawaniu.  

Zasada 2 

Jeden zabieram i dwa wstawiam po stronie prawej – zasada przeciwna do zasady 1. 

 

Zasada 3 

Jak się spotkają 2 różnokolorowe pionki to znikają. 

 

Zasada 4  

Wynik powinien być „jednokolorowy”. 

 

Przykład 4 

W szachach ma 2 kolory pionków, zatem teraz użyję obu, bym pamiętał, że mam 

odejmowanie. Te pionki, które mam odjąć oznaczę innym kolorem.  

o   o   10010 

 o o   + 1100 

o o o o  11110 to wynik, mam 18 śrubek i dodałem 12 ile ich mam razem – dodaję 

czyli łączę i mogę teraz policzyć    

  o   o   10010 

  o   o  + 1010 

  o o  oo  w drugiej kolumnie działa zasada 1 

  o o  o    11100 – wynik  
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Przykład 5 

Większa liczba jest albo „dłuższa” – ma więcej znaków, albo patrząc od strony lewej 

„wcześniej” zaczynają się „puste” miejsca  - zera. Wynik jest zawsze „koloru” większej 

liczby. Jeśli tu czarny to +, jeśli czerwony to -, gdyż przy „czerwonej „ stoi znak - 

 

Przykład 6 

Bardzo „skomplikowane” działanie:  10010 – 1010 + 11011 – 10110 

Wykonujemy na „szachownicy za jednym „zamachem” 

 

 

 

 

 

 

Tu usunąłem pary różnych kolorów z każdej kolumny. Jak wynik będzie „różnokolorowy” to 

patrz przykład 5. Szybko prosto i „bezboleśnie” wykonujemy „trudne” rachunki. Tu mnożenie 

to skrócone dodawanie, mnożenie przez 2  (i potęgi dwójki) to przesuwanie o 1 miejsce (lub 

  o  o  o o     11110 

  o    o  - 10010 

  o o   o o o  Zasada nr 3 

    o  o   1100 

 o   o o  o  11101 

  o   o  - 1010 

 o  oo o o o Zasada nr 3 

 o   o o o Zasada 2 i 4 wynik ma być czarny, zatem muszę usunąć wszystkie 

czerwone  

 o   o o o o Zasada nr 3 

 o      o o 10011 – wynik  

  o     o   10001 

  o  o  - 1010 

  o o   o o + 11011 

  o   o o - 10011 

  o     Wynik: 10000  



7 
 

 
 www.maciejko.org 

kilka) w lewo, czyli dopisywanie zer na końcu, a dzielenie to skrócone odejmowanie, ile razy 

mogę odjąć daną liczbę od dzielnej, zatem działanie odwrotne do mnożenia. Dlatego 

pozostawię to do odkrycia dla czytelnika. 

Aby wykonywać działania w jakimś systemie musimy znać tabliczkę dodawania 

(odejmowania) i mnożenia. Mówiąc o systemie dwójkowym, nie mówiłem o tym, gdyż tam 

one są trywialne.  

Tabliczka mnożenia systemu dwójkowego i dodawania 

· 0 1 

0 0 0 

1 0 1 

 

Ale w systemie o większych podstawa ta znajomość jest przydatna. Czasami wydaje nam się, 

że liczba 357 jest nam znana, a 1011001012 jest „obca” – nie wiemy ile to jest, lecz gdy 

umiemy liczyć w systemie dwójkowym to łatwo (po pewnym czasie) doliczymy się 357, ale 

357 śrubek też musimy policzyć, by wiedzieć ile ich jest, a jest to tak samo łatwe w każdym 

systemie, pod warunkiem, że rozumiemy konstrukcję systemu pozycyjnego. 

System siódemkowy 

Posiada tylko 7 znaków do zapisu liczby 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Zatem zaczynamy od stworzenia 

tabliczki dodawania w której pominę 0, gdyż w każdym systemie dodanie zera (czy 

pomnożenie przez 0) ma taki sam skutek 

+ 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 10 

2 3 4 5 6 10 11 

3 4 5 6 10 11 12 

4 5 6 10 11 12 13 

5 6 10 11 12 13 14 

6 10 11 12 13 14 15 

 

Popatrzmy, jak wygląda tabliczka dodawania, w każdym systemie tak samo. Gdy dojdziemy 

do podstawy jest zawsze 10 i w każdym wierszu i w każdej kolumnie mamy kolejne liczby 

naturalne zapisane w danym systemie. Tu oddzieliłem liczby 1 i 2 – cyfrowe, w każdej 

tabliczce dodawania wygląda to tak samo, nie zależnie od podstawy. Liczba w prawym 

+ 0 1 

0 0 1 

1 1 10 
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dolnym rogu składa się dwóch cyfr – jedynki i liczby o 2 mniejszej niż podstawa. Teraz już 

mogę dodawać. 

Przykład 7 

Dodawanie i odejmowanie w systemie siódemkowym; najpierw dodawanie, a później 

sprawdzenie . 

3457 + 6437 

Cały czas korzystam z tabliczki dodawania 

  3 4 5 

+  6 4 3 

  12 11 11 

 1 3 2 1 

5 + 3 = 11 – odczytuję z tabelki dodawania, itd. (nie umiem w tym systemie liczyć, zatem bez 

tabelki dodawania nie policzył bym tego). Jak wynik wychodzi dwucyfrowy, to 1 z lewej 

przenoszę do następnej komórki po lewej stronie (7 zabieram i 1 w lewo), analogicznie jak w 

systemie dwójkowym i dziesiątkowym. 

3457 + 6437 = 13217  

Wykonajmy sprawdzenie korzystając z tabliczki dodawania 

  12 11 11 

 1 3 2 1 

-  6 4 3 

  3 4 5 

 

Od 1 – 3 tego  nie umiem jeszcze, zatem „pożyczam” 7 z lewej strony i korzystając z tabelki 

„dodawania” idąc od 3 w prawo do 11 w górę trafiam na 5 itd. Odejmowanie przecież jest 

działaniem odwrotnym do dodawania. 

By wykonać krok dalej muszę stworzyć tabliczkę mnożenia, na podstawie tabliczki 

dodawania: 
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Tabliczka mnożenia, czyli tworzenie kolejnych wielokrotności tworzymy tak, że do 

poprzedniego wyniku dodajemy liczbę, którą mnożymy. Mnożę przez  1 to ciągle dodaję 1, 

gdy przez 3 to dodaję 3. Pionowo zapisuję  liczby mnożone, poziomo ich kolejne 

wielokrotności: 

· 1 2 3 4 5 6 

1 1 2 3 4 5 6 

2 2 4 6 11 13 15 

3 3 6 12 15 21 24 

4 4 11 15 22 26 33 

5 5 13 21 26 34 42 

6 6 15 24 33 42 51 

 

Popatrzmy na tę tabliczkę mnożenia i zobaczmy dobrze nam znane własności systemu 

dziesiątkowego, porównując go z innym systemem. 

1. Symetria (nie bierzemy pod uwagę ostatniej kolumny), zatem przemienność mnożenia 

w każdym systemie. 

2. Brak 0 w tabliczce  7  =  107 jest liczbą pierwszą, zatem nie jest iloczynem dwóch 

innych liczb pierwszych jak w systemie dziesiątkowym 10 = 2 · 5. 

3. Liczby podzielne przez 6 mają sumę 6 (2 · 3) – analogia do podzielności przez 9 w 

systemie dziesiątkowym (9 = 3 · 3), liczba o 1 mniejsza niż  podstawa, zatem liczba 

jest podzielna przez 6 gdy jej suma cyfr jest podzielna przez 6. 

4. Liczby podzielne przez 2 mają sumę cyfr podzielną przez 2 (2 jest dzielnikiem 6), 

analogia do podzielności przez 3 (3 ·3 = 9) dzielnika liczby o 1 mniejszej niż 

podstawa systemu dziesiątkowego. 

5. Liczby podzielne przez 3 mają sumę cyfr podzielną przez 3 (3 jest dzielnikiem 6). 

6. Liczby kończące się 0 są podzielne przez 7 = 107. 

7. W każdym systemie liczby pierwsze są pierwsze, a złożone to złożone. 

8. W każdym systemie pozycyjnym liczby wymierne („rozwinięcie” po przecinku, 

ułamków zwykłych jest skończone lub okresowe) jak i nie wymierne („rozwinięcie” 

po przecinku, ułamków zwykłych jest nieskończone i nieokresowe) nie zmieniają się, 

„złota liczba” i π jest niewymierna w każdym systemie pozycyjnym . 

9. Liczba podzielna przez k w każdym systemie jest podzielne przez k (bez „reszty”) 
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10. Liczba jest podzielna przez „podstawę” systemu, gdy na „końcu” ma 0. 

To są cechy podzielności przez: 2, 3, 6 i 7 dla systemu o podstawie 7, inne cechy podzielności 

zależą od podstawy. Jeśli  podstawa jest liczbą złożoną to może ich być więcej.  

Zanim wykonamy mnożenie pisemne, chciałby przedstawić trochę inny jego zapis na 

przykładzie 315 · 56 w systemie dziesiątkowym. 

Przykład 8 

Inny zapis mnożenia pisemnego 

 3 1 5  

  1    

   

5    

 

     

5 

2 

    

5 

5 

   1 

      

8 

 

    

6 

3 

    

0 

6 

       

 

Te linie ukośne to „zjeżdżalnie” , liczby jednocyfrowe się dodają.  Wynikiem w  

„kwadraciku” musi być jedna liczba, co najwyżej dwucyfrowa, jeśli jest 2 cyfrowa to jedna 

cyfra zapisywana jest w pierwszym, a druga w drugim trójkącie (dziesiątek  powyżej kreski – 

przekątnej kwadraciku, a jedności poniżej). 

   3 1 5  

   1 

   5       

 

  5 

2 

  5 

5 

   1 

    8 

 

   6 

3 

  0 

6 

1 6 15 14 0  

1 7 6 4 0  
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Taki zapis ma ogromne znaczenie dydaktyczne, nie tylko widzimy wszystkie elementy 

działania, ale również możemy łatwo sprawdzić, czy uczeń pomylił się w mnożeniu, czy w 

dodawaniu, czego nie widać w zapisie „szkolnym”. 

Nie znam siódemkowego systemu pozycyjnego na „pamięć”, ale mam „tabliczkę” dodawania 

i mnożenia, zatem mogę wykonać mnożenie w systemie siódemkowym. Użyję do tego tych 

samych cyfr, co w poprzednim przykładzie. 

Przykład 9 

Mnożenie w systemie siódemkowym 

3157 · 567 

Z Tabliczki mnożenia odczytuję poszczególne wyniki i korzystając z tabliczki dodawania 

dodaję właściwe cyfry: 

   3 1 5  

2 

   1 

 

   5 

3 

   4 

5 

  2 

   4 

 

   6 

4 

  2 

6 

2 3 16 20 2  

2 3 21 0 2  

2 5 1 0 2  

 

Cyfry oznaczone na niebiesko  „przeskakują” do kratki po lewej stronie 

Zatem 

3157 · 567 = 251027  

Łatwo sprawdzić każde mnożenie i dodawanie. Dodatkowa zaleta takiego zapisu -  łatwo 

ocenić wynik , gdyż my podejmujemy decyzję, które kratki wypełniamy i w jakiej kolejności. 

Zawsze możemy zacząć od lewej strony, cyfr najbardziej znaczących. 

I na koniec odniesienie do przykładu 4 (odejmowanie w systemie dwójkowym). Zauważmy, 

że użyłem dodatkowej „cyfry” -1 – inny kolor, zamiast odejmować 1 dodawałem -1. A może 

by tak spróbować to w systemie dziesiątkowym? Wprowadźmy cyfry ujemne.  Wprowadźmy 

dodatkowe 9 cyfr ujemnych -1,  -2 itd. 
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0002

2439

2737

6485

6789

Teraz działanie:  

9876 – 5846 + 7372 – 9342 można wykonać za „jednym zamachem” 

 +  

 

 

= 2060 

 

Wynik dostajemy od razu, bez wykonywania trzech działań, -9 i 9 znika, jak i -6 i 6, 

większość liczb się redukuje, gdy wynik jest „mieszany” to cyfra o „najwyższym znaku 

decyduje czy wynik jest dodatni, czy ujemny: (-1, -2, -3, -6 i -8 to cyfry a nie działania 

odejmowania) 

-12-34 = -8-2-6 = – 826 (minus 826 = – 1030 + 204) a 1-23-4 = 824 (1030 – 203 = 826) 

Podsumowując - gdy mamy dużo cyfr algorytmy są trudne, ale liczby mają mało cyfr; gdy 

system ma mało cyfr, algorytmy są proste, ale zapis  liczby jest długi, liczby "mają więcej 

cyfr" (np. 10 000 000 0002 = 1024). System dziesiątkowy zapewnia pewną równowagę, nie za 

długie liczebniki  (jak np. w systemie dwójkowym) i nie za duże tabelki działań (jak w 

systemie sześćdziesiątkowym). Może optymalnym byłby system dwunastkowy, wyważony i  

12  ma najwięcej dzielników spośród liczb od 1 do 20, a przy okazji cecha podzielności przez 

11: Jeśli suma cyfr jest podzielna przez 11 to i liczba jest przez 11 podzielna. 

Podsumowanie 

Rozważanie systemu dwójkowego i innych systemów pozycyjnych w szkole znakomicie 

rozszerza i pogłębia znajomość tego zwyczajnego systemu dziesiątkowego, którym 

posługujemy się na co dzień. Pogłębia również znajomość pojęcia liczby całkowitej i liczby 

rzeczywistej.   
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