XXI Krajowej Konferencji SNM w Krakowie
LICZBY RZECZYWISTE

Krzysztof Mostowski,( Siedlce) kmostow@02.pl

Systemy pozycyjne

Streszczenie. Rozumienie systemu polega na rozumieniu liczb. To wilasnie pokazujemy. Jak rozumieé liczby
rzeczywiste.

Na wstepie postawiono kilka pytan:

Dlaczego uzywamy dziesigtkowego systemu pozycyjnego?

Co w nim jest takiego wyjatkowego?

Czy sg inne podobne systemy zapisywania liczb?

Czy uklad dziesigtny ma jakie$ specjalne wtasnosci?

Czy to przypadek, czy koniecznos¢, ze uzywamy systemu dziesigtkowego zapisywania liczb?
I szukali$my odpowiedzi.

Czemu shuzy wprowadzanie tematu "Systemy pozycyjne" w szkole?

W historii uzywane byly rozne systemy, od pigtkowego do sze$¢dziesigtkowego. Slady ich
spotykamy na kazdym kroku w réznych jezykach 1 dokumentach historycznych. W jezyku
polskim mamy liczby od 11 do 20 maja specjalne nazwy (nie dziesi¢¢ jeden, jak dwadziescia
jeden, a jedena$cie), niezgodne z systemem, a w podziale kata i jednostkach czasu wyraznie
wida¢ $lady systemu sze$cdziesigtkowego. Mamy specjalng nazwe dla dwunastu,
sze$¢dziesigciu (pie¢ dwunastek), czy dwunastu dwunastek 144, to tuzin, kopa 1 gros.

Blizej potraktowalismy system dwojkowy. Ten system jest najtatwiejszy, gdyz ma tylko dwie
cyfry, dwa znaki do zapisu liczb: 0i 1.

Liczenie na szachownicy

System dwojkowy bardzo tatwo jest zrealizowaé fizykalnie na szachownicy lub odrecznie
narysowanej kratce.

Potrzebujemy tez troche jakichkolwiek przedmiotow jednego rodzaju. Moga to by¢
kamyczki, fasolki, metalowe nakretki, lub podktadki. Te przedmioty pelnig role pionkow.
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Gdy wstawimy pionek na pewnym polu, to znaczy ze jest tam cyfra jeden. Brak pionka
znaczy, ze jest tam cyfra zero.
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Zapis liczby tworzymy od prawej strony do lewej, jesli w jakim$ polu pojawi si¢ wigcej niz 1
pionek, to:
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Zasada 1

Zabieramy kolejno dwa pionki i zamieniamy je na jeden pionek na sgsiednim polu z lewej
strony.

Przyklad 1

Stawiamy jeden pionek w prawej kolumnie w pierwszym rzedzie i powtarzamy dodawanie
liczby 1

o1 1

00 | 1 + 1, Tu trzeba 2 zabra¢ i 1 w lewo

0 1+1 10

oo [(1+])+1 11

0 |00 | ((L+1)+1)+1; Tu dziata zasada 1

00 Zasada 1
0 100
0 o (((1+)+1D)+1) +1 101
0 00 | (((1+1)+1)+1) +1)+1;zasadal
0| O 110

o/lo| o |[(((((L+))+1D)+1) +1)+1)+1, 111

0 Tol+1+1+1+1+1+1+1 1000
0 o |i+1l 1001
0 0 +1 1010
0 oo |+1 1011
ol o +1 1100
0| 0 o|+1 1101
o/[0|oO +1 1110
olojo|o0|+1 1111
0 +1 10000
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Mozna to cato$ciowo przedstawi¢ nastepujacym rysunkiem:

To trzeba policzy¢

Potowa w lewo

Zasada 1

2 zabierami 1 w lewo

Q .:.:E * ) Potowa w lewo (ale 1 zostaje, bo liczba nieparzysta)
& )

]

¥

@ RETe

Umiem juz liczy¢ i1 zapisywac liczby. Tam gdzie jest kotko wstawiam 1, w puste miejsca 0,
pomijajac wszystkie 0 bedace po lewej stronie. Gdy trzeba, bed¢ zapisywat podstawe systemu
z indeksem dolnym:

1 =1

10, =2

11, =3

100, =4

101, =5

110, =6

111, =7

1000, =8 itd.
10000,= 16
100000, =32

10 000 000 000, = 1024
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Przyklad 2

Dodawanie na ,,szachownicy”

0 0 10010
o|o + 1100
| ——
ojojo|oO 11110 to wynik, mam 18 $rubek i dodatem 12 ile ich mam razem — dodaje
czyli tacze 1 mogg teraz policzy¢

Tu dodawanie to przesuwanie pionkéw w pionie.
Przyklad 3

Dodawanie na ,,szachownicy”

0 0 10010

0 0 +1010
Odejmowanie, to  dzialanie
o|o0 00 w drugiej kolumnie dziata zasada 1 qwrotne do dodawania. zatem
e ———— ] musz¢ wykonywaé dziatanie w
01010 11100 — wynik »przeciwnym kierunku”,

dziatania odwrotne do tych, ktore
wykonywatem w dodawaniu.

Zasada 2

Jeden zabieram i dwa wstawiam po stronie prawej — zasada przeciwna do zasady 1.

Zasada 3

Jak si¢ spotkajg 2 r6znokolorowe pionki to znikaja.

Zasada 4

Wynik powinien by¢ ,,jednokolorowy”.

Przyklad 4

W szachach ma 2 kolory pionkéw, zatem teraz uzyje obu, bym pamigtal, Ze mam
odejmowanie. Te pionki, ktore mam odja¢ oznaczg innym kolorem.
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0 o|o0|o 11110
0 0 - 10010
00 0|00 Zasada nr 3
T lolo| | |1100
Przyklad 5
Wigksza liczba jest albo ,,dluzsza” — ma wigcej znakdéw, albo patrzac od strony lewej

,wczesnie]” zaczynajg si¢ ,,puste” miejsca - zera. Wynik jest zawsze ,.koloru” wiekszej
liczby. Jesli tu czarny to +, jesli czerwony to -, gdyz przy ,,czerwonej ,, stoi znak -

0| ofo o | 11101
0 0 - 1010

0|00 |0]O 0 | Zasadanr 3

0 0|0 0 | Zasada 2 i 4 wynik ma by¢ czarny, zatem musz¢ usung¢ wszystkie

czerwone
0 000 |0 | Zasadanr3
To| | | o |o |10011-wynik
Przyklad 6

Bardzo ,,skomplikowane” dziatanie: 10010 — 1010 + 11011 — 10110

Wykonujemy na ,,szachownicy za jednym ,,zamachem”

0 0 10001
0 0 - 1010

o|o 0|0 |+11011

0 0o|o0|-10011

Tu usunalem pary réznych koloréw z kazdej kolumny. Jak wynik bedzie ,,r6znokolorowy” to
patrz przyktad 5. Szybko prosto i ,,bezbolesnie” wykonujemy ,,trudne” rachunki. Tu mnozenie
to skrocone dodawanie, mnozenie przez 2 (i potggi dwojki) to przesuwanie o 1 miejsce (lub
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kilka) w lewo, czyli dopisywanie zer na koncu, a dzielenie to skrocone odejmowanie, ile razy
moge odja¢ dang liczbe od dzielnej, zatem dziatanie odwrotne do mnozenia. Dlatego
pozostawi¢ to do odkrycia dla czytelnika.

Aby wykonywa¢ dziatania w jakim$§ systemie musimy zna¢ tabliczke dodawania
(odejmowania) i mnozenia. Méwiagc o systemie dwojkowym, nie méwitem o tym, gdyz tam
one sg trywialne.

Tabliczka mnozenia systemu dwojkowego i dodawania

0]1 +[({0]1
0l0]0 ST
11011 111110

Ale w systemie o wigkszych podstawa ta znajomos¢ jest przydatna. Czasami wydaje nam sig,
ze liczba 357 jest nam znana, a 1011001015 jest ,,obca” — nie wiemy ile to jest, lecz gdy
umiemy liczy¢ w systemie dwdjkowym to fatwo (po pewnym czasie) doliczymy si¢ 357, ale
357 $rubek tez musimy policzy¢, by wiedzie¢ ile ich jest, a jest to tak samo tatwe w kazdym
systemie, pod warunkiem, ze rozumiemy konstrukcj¢ systemu pozycyjnego.

System siddemkowy

Posiada tylko 7 znakéw do zapisu liczby 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Zatem zaczynamy od stworzenia
tabliczki dodawania w ktoérej poming 0, gdyz w kazdym systemie dodanie zera (czy
pomnozenie przez 0) ma taki sam skutek

+ |1 (2 |3 |4 |5 6

1 /2 |3 |4 |5 |6 10

2 |3 (4 |5 |6 i10 11

3 |4 |5 |6 i10 |11 12

4 |5 |6 110 |11 |12 13

5 |6 110 |11 |12 |13 14

6 110 (11 |12 |13 |14 15

Popatrzmy, jak wyglada tabliczka dodawania, w kazdym systemie tak samo. Gdy dojdziemy
do podstawy jest zawsze 10 1 w kazdym wierszu 1 w kazdej kolumnie mamy kolejne liczby
naturalne zapisane w danym systemie. Tu oddzielitem liczby 1 1 2 — cyfrowe, w kazdej
tabliczce dodawania wyglada to tak samo, nie zaleznie od podstawy. Liczba w prawym
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dolnym rogu sktada si¢ dwoch cyfr — jedynki i liczby o 2 mniejszej niz podstawa. Teraz juz
moge dodawac.

Przyklad 7

Dodawanie i odejmowaniec w systemic siddemkowym; najpierw dodawanie, a poOzniej
sprawdzenie .

3457 + 643,

Caly czas korzystam z tabliczki dodawania

12 11 11

13 2 1

5+ 3 =11 — odczytuj¢ z tabelki dodawania, itd. (nie umiem w tym systemie liczy¢, zatem bez
tabelki dodawania nie policzyt bym tego). Jak wynik wychodzi dwucyfrowy, to 1 z lewej
przenosze do nastepnej komorki po lewej stronie (7 zabieram i 1 w lewo), analogicznie jak w
systemie dwojkowym i dziesigtkowym.

3457 + 6437 = 1321,

Wykonajmy sprawdzenie korzystajac z tabliczki dodawania

12 11 11
1 3 2 1
- 6 4 3

Od 1 — 3 tego nie umiem jeszcze, zatem ,,pozyczam” 7 z lewej strony i korzystajac z tabelki
,dodawania” idac od 3 w prawo do 11 w gore¢ trafiam na 5 itd. Odejmowanie przeciez jest
dziataniem odwrotnym do dodawania.

By wykona¢ krok dalej musze stworzy¢ tabliczke mnozenia, na podstawie tabliczki
dodawania:
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Tabliczka mnozenia, czyli tworzenie kolejnych wielokrotno$ci tworzymy tak, ze do

poprzedniego wyniku dodajemy liczbg, ktora mnozymy. Mnoze¢ przez 1 to ciaggle dodaj¢ 1,
gdy przez 3 to dodaj¢ 3. Pionowo zapisuj¢ liczby mnozone, poziomo ich kolejne

wielokrotnosci:
1 (2 |3 |4 |5 6 [10,=7

111 (2 |3 |4 |5 6 |10
2 12 |4 |6 |11 13 15 |20
3 |3 |6 |12 15 |21 24 |30
4 14 |11 |15 |22 |26 33 | 40
5[5 |13 |21 |26 |34 42 | 50
6 [6 |15 |24 |33 |42 51 | 60

Popatrzmy na t¢ tabliczk¢ mnozenia i zobaczmy dobrze nam znane wlasnosci systemu
dziesigtkowego, porownujac go z innym systemem.

1. Symetria (nie bierzemy pod uwage ostatniej kolumny), zatem przemienno$¢ mnozenia
w kazdym systemie.

2. Brak 0 w tabliczce 7 = 107 jest liczbg pierwsza, zatem nie jest iloczynem dwoch
innych liczb pierwszych jak w systemie dziesigtkowym 10 =2 - 5.

3. Liczby podzielne przez 6 maja sume 6 (2 - 3) — analogia do podzielnosci przez 9 w
systemie dziesigtkowym (9 =3 - 3), liczba o 1 mniejsza niz podstawa, zatem liczba
jest podzielna przez 6 gdy jej suma cyfr jest podzielna przez 6.

4. Liczby podzielne przez 2 majg sume cyfr podzielng przez 2 (2 jest dzielnikiem 6),
analogia do podzielno$ci przez 3 (3 -3 = 9) dzielnika liczby o 1 mniejszej niz
podstawa systemu dziesigtkowego.

5. Liczby podzielne przez 3 majg sume cyfr podzielng przez 3 (3 jest dzielnikiem 6).

6. Liczby konczace si¢ 0 sa podzielne przez 7 = 107.

7. W kazdym systemie liczby pierwsze sa pierwsze, a ztozone to zlozZone.

8. W kazdym systemie pozycyjnym liczby wymierne (,,rozwini¢cie” po przecinku,
utamkéw zwyktych jest skonczone lub okresowe) jak i nie wymierne (,,rozwinigcie”
po przecinku, utamkoéw zwyktych jest nieskonczone i nieokresowe) nie zmieniajg sig,
,ztota liczba” i m jest niewymierna w kazdym systemie pozycyjnym .

9. Liczba podzielna przez k w kazdym systemie jest podzielne przez Kk (bez ,,reszty”)
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10

10. Liczba jest podzielna przez ,,podstawe” systemu, gdy na ,.koncu” ma 0.

To sa cechy podzielnosci przez: 2, 3, 6 1 7 dla systemu o podstawie 7, inne cechy podzielnosci
zalezg od podstawy. Jesli podstawa jest liczba ztozong to moze ich by¢ wiece;.

Zanim wykonamy mnozenie pisemne, chciatby przedstawi¢ troche inny jego zapis na
przyktadzie 315 - 56 w systemie dziesigtkowym.

Przyklad 8

Inny zapis mnozenia pisemnego

3 |1 |5
1 2 /15
1 3 A6
Te linie uko$ne to ,zjezdzalnie” , liczby jednocyfrowe si¢ dodaja.  Wynikiem w

,.kwadraciku” musi by¢ jedna liczba, co najwyzej dwucyfrowa, jesli jest 2 cyfrowa to jedna
cyfra zapisywana jest w pierwszym, a druga w drugim trdjkacie (dziesigtek powyzej kreski —
przekatnej kwadraciku, a jednosci ponizej).

3 |1 |5

1 2 /h5
5| /5|/5

1 3 46
8 6|/0
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Taki zapis ma ogromne znaczenie dydaktyczne, nie tylko widzimy wszystkie elementy
dzialania, ale rowniez mozemy latwo sprawdzié¢, czy uczen pomylil si¢ w mnozeniu, czy w
dodawaniu, czego nie wida¢ w zapisie ,,szkolnym”.

Nie znam siodemkowego systemu pozycyjnego na ,,pami¢¢”, ale mam ,,tabliczke” dodawania
1 mnozenia, zatem moge wykona¢ mnozenie w systemie sioddemkowym. Uzyje do tego tych
samych cyfr, co w poprzednim przyktadzie.

Przyklad 9
Mnozenie w systemie siodemkowym
3157 - 567

Z Tabliczki mnozenia odczytuje poszczegdlne wyniki i korzystajac z tabliczki dodawania

dodaje wiasciwe cyfry:

Cyfry oznaczone na niebiesko ,,przeskakuja” do kratki po lewej stronie
Zatem
3157 : 567 = 251027

Latwo sprawdzi¢ kazde mnozenie i dodawanie. Dodatkowa zaleta takiego zapisu - tatwo
oceni¢ wynik , gdyz my podejmujemy decyzje, ktore kratki wypetniamy 1 w jakiej kolejnosci.
Zawsze mozemy zacza¢ od lewej strony, cyfr najbardziej znaczacych.

I na koniec odniesienie do przyktadu 4 (odejmowanie w systemie dwojkowym). Zauwazmy,
ze uzytem dodatkowej ,,cyfry” -1 — inny kolor, zamiast odejmowac 1 dodawalem -1. A moze
by tak spréobowac to w systemie dziesigtkowym? Wprowadzmy cyfry ujemne. Wprowadzmy
dodatkowe 9 cyfr ujemnych -1, -2 itd.
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Teraz dzialanie:

9876 — 5846 + 7372 — 9342 mozna wykonac za ,,jednym zamachem”

©l~N gl Qg

O |Ww w ol
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N

‘ = 2060

Wynik dostajemy od razu, bez wykonywania trzech dziatan, -9 i 9 znika, jak i -6 i 6,
wiekszos¢ liczb si¢ redukuje, gdy wynik jest ,,mieszany” to cyfra o ,,najwyzszym znaku
decyduje czy wynik jest dodatni, czy ujemny: (-1, -2, -3, -6 i -8 to cyfry a nie dziatania
odejmowania)

-12-34 = -8-2-6 = — 826 (minus 826 = — 1030 + 204) a 1-23-4 = 824 (1030 — 203 = 826)

Podsumowujac - gdy mamy duzo cyfr algorytmy sg trudne, ale liczby maja mato cyfr; gdy
system ma mato cyfr, algorytmy sa proste, ale zapis liczby jest dlugi, liczby "maja wiecej
cyfr" (np. 10 000 000 000, = 1024). System dziesigtkowy zapewnia pewng rOwnowagg, nie za
dlugie liczebniki (jak np. w systemie dwojkowym) i nie za duze tabelki dziatan (jak w
Systemie szes$¢dziesigtkowym). Moze optymalnym byltby system dwunastkowy, wywazony i
12 ma najwigcej dzielnikéw sposrdd liczb od 1 do 20, a przy okazji cecha podzielnos$ci przez
11: Jesli suma cyfr jest podzielna przez 11 to i liczba jest przez 11 podzielna.

Podsumowanie

Rozwazanie systemu dwojkowego i innych systemow pozycyjnych w szkole znakomicie
rozszerza 1 poglebia znajomo$¢ tego zwyczajnego systemu dziesigtkowego, ktorym
poslugujemy si¢ na co dzien. Poglgbia rowniez znajomos$¢ pojecia liczby catkowitej 1 liczby
rzeczywistej.
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