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Matematyka z Plusem

Przekonam Was, ze mam racje, czyli

0 wyzszosci zadan na dowodzenie nad zadaniami na obliczanie

Dowdd twierdzenia Borsuka-Ulama nie jest tatwy
i wymaga wykorzystania subtelnych technik topologicznych.

Krzysztof Ciesielski i Zdzistaw Pogoda,

»Diamenty matematyki”

Wstep ( zamiast streszczenia)

Nie zapomng tego dnia przed dwudziestoma laty, kiedy moj szescioletni wowczas syn zwrocit
si¢ do mnie z pytaniem z topologii: Dlaczego rysunek namalowany na baloniku rozszerza
sie, kiedy dmucham w balonik? Po chwili sam wymyslit taka oto odpowiedz: Gdyby ten
rysunek si¢ nie rozszerzal i bytaby nim obrecz, to balonik nie méglby si¢ powigksza¢ w tym
miejscu 1 by pekl, a przeciez nie pgka. Byla to w jego Zyciu pierwsza proba przeprowadzenia
formalnego dowodu nie wprost. Wiedzialem, ze dowody formalne z uzyciem symboliki
matematycznej dzieci sg w stanie zrozumie¢ stosunkowo p6zno (w 15-16 roku zycia), dlatego
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tez tak pozno pojawiaty si¢ w szkole. Pytanie Pawetka dato mi do myslenia: miatem przed
sobg zywy empiryczny dowod, ze z takimi fenomenami jak dowody nie wprost na konkretach
mozemy si¢ spotka¢ u dzieci znacznie mlodszych.

To, ze mdj syn znalazt odpowiedz na swoje intrygujace pytanie w wieku szesciu lat, to jeden
aspekt tej historii. Znacznie wazniejsze i cickawsze jest jednak to, ze w ogdle zadat je sobie,
widzac na wlasne oczy, ze obrazek na baloniku si¢ rozszerza! Mimo dostepu do
empirycznego dowodu, szukat formalnego uzasadnienia! Znajdujac je musial jednak
skorzysta¢ z empirii. Gdybym odkryl, co ja mu takiego zrobilem wcze$niej w dziecinstwie, ze
obudzito si¢ w nim te poznawcze pragnienia. ..

Nie spotkatem wielu uczniéw szkol $rednich, ktorzy na widok polecenia WYKAZ,
UZASADNIJ, UDOWODNIJ, DOWIEDZ, SPRAWDZ, ZE, nie popadaliby w panike,
przewidujac nadchodzace trudnosci ponad ich sity. Dowodzenie i uzasadnianie jest
najtrudniejszag 1 jednocze$nie najwazniejszg, fundamentalng, moze wrecz jedyna,
umiejetnoscia, z ktérej korzystamy rozumujagc matematycznie. W matematyce trzeba
nieustannie uzasadniaé, trzeba by¢ pewnym, trzeba sprawdzac i1 przekonywac sie, ze wszystko
jest tak, jak by¢ powinno. Czy jeszcze miesci si¢ w ramach matematycznego rzemiosta ktos,
kto rozwigzujac zadanie nie wykonuje tych czynnosci? Co zatem sprawia uczniom tak wielka
trudno$¢ w dowodzeniu? Dlaczego masowo zrazaja si¢ do zadan tego typu?

By¢ moze istota trudno$ci nie lezy w samej symbolicznej strukturze dowodzenia, lecz
w wewnetrznej pewnosci dowodzacego, w jego motywacji 1 wytrwalo$ci. Nie mozna dobrze
nauczy¢ si¢ matematyki bez pobudzajacego motywacje, niezaleznego od zewngtrznych
czynnikdéw, ,,ubocznego efektu” procesu uczenia si¢, jakim jest dojmujgce wrazenie
dotknigcia prawdy, czego$ nieuchwytnego, a zarazem konkretnego. Poczucie to nazywane w
literaturze Ahal!!, To oczywiste, No jasne, Widze calo$¢, Ztapalem wzér, Jakie to ladne...
Mimo, ze niewielu uczniow doswiadcza na co dzien tego typu emocji, uwazam, ze moga oni
nauczy¢ si¢ rozwigzywania zadan na dowodzenie tak samo dobrze jak tych na obliczanie, bez
przezywania szczytowych matematycznych wzruszen.

Wielu ucznidw nie potrafi rozwigzywac¢ zadan na dowodzenie, gdyz zadania tego typu
przychodza do nich zbyt p6zno 1 od razu w wersji najtrudniejszej, do ktorej nie zdazyli si¢
przyzwyczai¢. Przez pierwsze 6-9 lat edukacji rozwigzywali przeciez gtoéwnie zadania, w
ktorych na pierwszym planie bylo bezrefleksyjne ¢wiczenie wyuczonych na pamigé
algorytméw obliczeniowych, dochodzenie do nieznanego wyniku wskazang droga.
Rozumiem oznaczato, dla nich, i nadal oznacza: potrafi¢ zrealizowaé¢ podany schemat,
rozumiem, co (ze to wlasnie) mam wykonaé¢. Sprawdzenie natomiast sprowadza si¢ do
poréownania wlasnego wyniku z odpowiedzia na koncu ksigzki lub do =zapytania
nauczyciela.

Wydaje si¢ konieczne, aby juz na bardzo wczesnych etapach edukacyjnych promowac
podstawowg zasade: W matematyce nie tyle chodzi o dojscie do pewnego wyniku
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wytyczong i wyéwiczona droga, ile o przekonanie, a wi¢ec uzasadnienie, Ze otrzymany
wynik jest wlasnie tym, o ktory chodzilo w zadaniu.

O tym, ze uczniowie w zasade te nie wierzg swiadczy wiele symptomow, na przyktad wyniki
sprawdzianow po szostej klasie, egzaminow gimnazjalnych i matur. Sytuacj¢ t¢ mozna by
stopniowo zmienia¢. Jednym ze sposobow jest propagowanie metody polegajacej na
przeksztalcaniu zadan obliczeniowych w zadania wymagajace przekonywania o stusznosci
drogi, czyli w zadania de facto na dowodzenie w stylu V. standardu wymagan maturalnych.
Mozna to robi¢ co najmniej na dwa réwnolegte sposoby:

e we wszystkich zadaniach obliczeniowych wymagamy od uczniéw sprawdzenia,

e zamieniamy wybrane zadania obliczeniowe w zadania ,,uzasadnij, ze w tym zadaniu
powinien wyj$¢ taki wlasnie wynik”.

Struktura tradycyjnego zadania obliczeniowego jest wzglednie prosta: dane, szukane,
obliczenia, odpowiedz. Od danych do wyniku prowadzi schemat, ktory trzeba poznac,
zastosowa¢ 1 wycwiczy¢. Natomiast wigkszo§¢ zadan na dowodzenie wymaga od ucznia
samodzielnego wypracowania schematu postepowania, czyli tego, co w matematyce
najtrudniejsze. Aby im to utatwié, warto zatem poszukaé¢ schematdéw, ktore sg czesto
powielane sg w zadaniach na dowodzenie; schematow podobnych do stosowanych w znanych
sytuacjach.

W zadaniach na dowodzenie miejsce danych zwyktego zadania zajmuje zatozenie, szukanych
za$ teza. Szukang ,,warto$cig” w dowodach jest droga do wyniku. W zadaniach
obliczeniowych droga ta jest na ogot znana, wynik za$ nie. W zadaniach przeksztatconych 1
droga, i wynik stajg si¢ znane. Czy znajomo$¢ konicowego wyniku (tezy) nie utatwitaby
rozwigzania zadania?

Nato i inne pytania poszukamy odpowiedzi podczas tego warsztatu, przygotowanego przeze
mnie dla Gdanskiego Wydawnictwa Os§wiatowego 1 przy Jego pomocy.

GDANSKIE WYDAWNICTWO
OSWIATOWE
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A moze jest tak, ze w szkole ponadgimnazjalnej mlodziez potrzebuje raczej lekcji
oswajajacych z dowodzeniem niz treningu w zakresie trudnych technik i strategii
rozumowania? Moze bardziej potrzebuja problemdow, w ktorych wyniki sg juz podane, niz tak
zwanych ciekawych zadan na dowodzenie, przy ktorych tak che¢tnie zadajg swoje niemadre
pytania w rodzaju: ,,po co mamy co$ uzasadnia¢, skoro wiadomo, ze tak jest?”. Moze
wazniejsze niz umiejetnosci dowodzenia jest pokonanie przez ucznia emocjonalnych blokad
utrudniajagcych podejmowanie si¢ trudnych zagadnien. Moze potrzebne jest cierpliwe i
wieloetapowe wdrazanie ucznia w rozwigzywanie zadan typu ,,wykaz”.

Etap |. Przetwarzanie zadah rachunkowych na dowodowe o tym samym rdzeniu. Réwnolegte
rozwigzywanie zadan w obu wersjach.

Zadanie 1. (GWO, Podrecznik, klasa 1.) Zwigzek miedzy dtugoscia stopy w centymetrach

L=At25 55 Lz%F

a rozmiarem buta opisujg wzory: 3 ,

L — to dlugo$¢ stopy w centymetrach, A — to numer buta w numeracji angielskiej, F — numer

A=2F 25

2,54 F=127A+3175.

oraz

buta w numeracji francuskiej. Udowodnij, ze

Zatozenie: (CO JeSt dane): .....uinuiiei it

Teza: (Ao czeZ0 MUSZE AOJSC): . uinnii it

Dowod: (schemat rozumowania, rachunki) ............o.ooiiiiiiiiiii e,

Czego nalezalo dowiesC: (POWLOTZENIE TEZY) ...uuvneinntiniete et ee e,

Refleksja: Co oznaczajg udowodnione wzory?
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Kontynuacja: Nosze buty o numerze 8 i p6t w jednej z numeracji. Jaki jest méj numer buta
w drugiej numeracji? Oblicz w przyblizeniu dtugo$¢ mojej stopy. Mozesz odpowiedzie¢ na te
pytania podstawiajac swoj wlasny numer buta.

2 2
Zadanie 2. Udowodnij rownos¢: (@+2)"-(a-2)"=8a

Zalozenie: Liczba @ jest dowolng liczba.

Teza: (@+2)°—(a—2)*=8a

Dowod (przejscie od strony bardziej skomplikowanej do strony mniej skomplikowane;j, czyli
od L do P).

Conalezalo UdoWOdNIC: ....ooviiiiiii

Refleksja: Czy otrzymale§ prawa strone za pierwszym podejsciem? Czy poprawnie uzyles
wzordéw na kwadraty: sumy i rdznicy lub wzoru na réznice kwadratéw? Czy podanie prawe;j
strony réwnosci utatwilo ci, czy utrudnito rozwigzanie zadania?

Uczniowie lubig zaglada¢ do odpowiedzi, a zatem moze podajmy ja w zadaniu?

Zadanie 3. Udowodnij, ze rozwigzaniem uktadu rownan:

2 5
3—2X_4y—2_ _5
3 ° 2 jest para liczb X=-12 j Y=2.

Dowdd I.: Nie wystarczy podstawi¢ za niewiadome liczb podanych w tezie. Trzeba uzasadnic,
ze dany uktad rownan ma tylko jedno rozwigzanie.

Dowdd I1.: Trzeba rozwigza¢ uktad rownan jedng z poznanych metod i w ten sposob dojs¢ do
wyniku. Jesli rozwigzanie bedzie inne, trzeba szuka¢ btedu w rozwigzaniu.

Refleksja: Ktora metoda wydaje Ci si¢ prostsza? Jakg metodg przeprowadzitby$ dowdd
nastepujacego twierdzenia

X —2 y+ 3
| | | , - T =X+2y
Rozwigzaniem uktadu réwnan: 3_2x B 4y -2 5_ X
3 6 2

jest para liczb, ktorych iloraz wynosi (-6).
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Kontynuacja: Ut6z podobne zadanie. Mozesz skorzysta¢ z odpowiedzi w podr¢czniku. Czy
mozna przeprowadzi¢ dowdd nie znajgc wartosci X 1Yy?

Jezeli nie chcemy, aby zadania na dowodzenie dotyczgce rownan wymuszaly podstawienia do
roOwnania podanych w tezie pierwiastkow, mozemy nasze zadanie/twierdzenie formutowac
nastepujaco:

Zadanie 4. Udowodnij, ze podane rownania majg te same rozwigzania:

2(x—4)(x~6)=0 2(x-5)"=2 _20x+48=-2x%

Dowdd 1. Wyznaczenie pierwiastkéw jednego z rownan i podstawienie do pozostatych.

Dowdd I1. Sprowadzenie dwoch rownan do postaci trzeciego.

Kontynuacja: Mozliwe sg takze ograniczenia w tresci zadania typu: ,,Udowodnij, Zze podane
rOwnania majg te same rozwigzania”, nie obliczajac ich pierwiastkow albo obliczajac ich
pierwiastki. Pamigtamy takze o zadaniach typu: ,,Udowodnij, Zze dane liczby nie spetniajg
warunkéw zadania”, czyli nie sg rozwigzaniami uktadu réwnan lub pierwiastkami.

Etap 2. Rozwiazywanie zadan o zréznicowanych tresciach, obliczeniowych i dowodowych,
na przemian. Wypracowanie struktury dowodu.

Zadanie 5a. Sprawdz, czy istnieje trojkat rownoramienny o katach 56° i 62°.

Zaktadamy, ze pierwszy z tych katow jest katem przy podstawie trojkata i rozwigzujemy
zadanie tak, jak bySmy dowodzili, Ze nie istnieje trojkat o katach 56°, 56° 1 62°. Nastepnie
zakladamy, ze drugi z tych katow jest katem przy podstawie i dowodzimy, Ze istnieje trojkat o
katach 56°, 62° 1 62°.

Refleksja: Z jakiej definicji i z jakiego twierdzenia pomocniczego korzystates?

Zadanie 5b. Udowodnij, ze trojkat, w ktorym sg katy o mierze 110° i 35° jest rOwnoramienny.

Refleksja: Czym zadanie 5b r6zni si¢ od 5a?

Zadanie 5¢c. Udowodnij, ze nie istnieje trojkat rOwnoramienny o katach 56° i 57°.
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Refleksja: Mimo ze zadanie zaczyna si¢ od stowa udowodnij, jego rozwigzanie przebiega tak
samo jak zadania 5a, rozpoczynajacego si¢ od stow ,,sprawdz, czy...”.

Zadanie 6. Podaj przyktad algebraicznego lub geometrycznego zadania na obliczenie, ktorego
nie mozna przeksztalci¢ w zadanie na dowodzenie.

Refleksja: Konstrukcyjne zadania geometryczne sa zadaniami zawierajacymi klasyczny
dowdd poprawnosci. Szkoda, ze tak mato tych zadan rozwigzuje si¢ w dzisiejszej szkole.

Zadanie 7. Czy czworokat wpisany w okrag moze miec trzy katy ostre?
Wskazowka: Zatézmy, ze moze. Jak bedzie brzmiala nasza hipoteza z takim zatozeniem?

Co by wynikato z naszego zatozenia?

Refleksja: Jak brzmi twierdzenie, ktore odkryliSmy rozwigzujac zadanie 7.?

O ile mniej btednych rozwigzan otrzymalibySmy w zadaniu o arbuzie, wyjatkowo trudnym
dla gimnazjalistow 1 licealistow przywigzanych do proporcji, gdybysSmy dali je w wersji
,udowodnij”.

Zadanie 8. Wykaz, ze arbuz wazacy 3 kg i zawierajacy 99% wody po osuszeniu do zawartos$ci
wody wynoszacej 98% jego masy bedzie wazyl pottora kilograma.

Refleksja: Uczniowie na ogodt btednie rozwigzuja to zadanie w wersji ,,Oblicz”, poniewaz
bezmys$lnie uzywaja proporcji. Nie dajg si¢ tatwo przekonac, ze ich ulubiony z gimnazjum
schemat rozwigzania jest niewiele wart. Gdy podamy im odpowiedz do zadania w postaci
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tezy, cze$¢ z nich postara si¢ dopasowa¢ do niej swojg droge rozumowania i btedu nie
popelni, a jesli popelni, to jest szansa, ze si¢ z niego w porg wycofa.

Etap 3. Przetwarzanie zadan na dowodzenie w zadania na obliczanie. Eksperymentowanie.
Tworzenie przez ucznia wlasnych zadan obu typoéw. Budowanie hipotez i sprawdzanie, czy sg
twierdzeniami. Rozumowanie indukcyjne (przygladanie si¢ przypadkom) jako etap do
rozumowania dedukcyjnego. Szukanie kontrprzyktadow.

Zadanie 9. U6z zadanie do podanego twierdzenia. Rozwigz je i udowodnij twierdzenie.

Twierdzenie. Jezeli punkty A i B leza po tej samej stronie prostej |, zas punkt M jest punktem
prostej |, to najkrotszg tamang AMB, jest famana skonstruowana tak, jak na rysunku.

Zadanie 9a. Punkty A i B sg odlegte od prostej | odpowiednio o 3 cm i 7cm

ZA0ANIE D, o,

Refleksja: Co bylo ciekawsze: ukladanie i rozwigzywanie zadania, czy dowodzenie
twierdzenia?
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Przeksztal¢ ponizsze zadania z dowodowych na obliczeniowe. Rozwigz zadania i udowodnij
twierdzenia.

Zadanie 10. Udowodnij, ze pierwszymi trzema wyrazami ciggu okre§lonego wzorem

f— 2 —_— i
a,=2n"-3n sa w kolejnosci liczby — 1, 211 9.

230ANIE 108, OBLICZ .o e

Zadanie 11. Udowodnij, ze dziedzing funkcji T ¥ =109:(2=%X) soq spior (0 2D

Zadanie 11a. Wyznacz dziedZing .............oouiniirintiniiiit e

x*—7x* +3x-21
Zadanie 12. Udowodnij, ze wyrazenie X* +4x-5 przyjmuje ujemng wartos¢ dla
X € (—oo;=5) U (L 7).

Zadanie 12a. Dla jakich WartOSCi .........ouuniiiiniiiiee e

Etap 4. Rozwigzywanie zadan na dowodzenie jako zadah na dowodzenie, w ktorych
poszukiwany schemat nie koniecznie odwotuje si¢ do dobrze znanych uczniom schematow
obliczeniowych. Utrwalanie struktury dowodu, uniemozliwiajgcej rozpoczynanie zadania od

wlaczenia tezy do zatozen. Dowody nie wprost z typowymi przyktadami.

Zadanie 13. Zapoznaj si¢ z nastgpujagcym dowodem, a nast¢pnie zredaguj podobny dowod

tego twierdzenia wedtug podanego wzoru.
Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa (GWO, Podrecznik, klasa II):

Jezeli na jednym ramieniu kata o wierzchotku O wybierzemy punkty A i B, a na drugim

ramieniu punkty C i D w taki sposéb, ze zachodzi proporcja % = % , to proste AC 1 BD sa

rownolegte.

W

Vg
28
AN

FUNDACJA

RODZINY

MACIEJKO . .
www.maciejko.org



10

Dowod:

Zalézmy, ze punkty A i B oraz C i D leza na ramionach kata tak, jak na rysunku oraz, ze
zachodzi proporcja: % = 2‘—5.

Poprowadzmy prosta rownolegta do prostej AC, przechodzaca przez punkt B.

Prosta ta przetnie drugie rami¢ kata w punkcie B’. Skorzystajmy z twierdzenia Talesa:

on_ s
OC CB'

Porownajmy zatozenie twierdzenia odwrotnego. Wynika z niego, ze CB’=CD,
a zatem B’=D. Skoro prosta BB’ jest rownolegla do prostej AC, to prosta AC bedzie

réwnolegta do prostej BD, a to nalezalo udowodnic.
Uzupetnij inng wersj¢ tego dowodu (twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa):

Dowod:

W

Vg
28
AN

FUNDACJA

RODZINY

MACIEJKO . .
www.maciejko.org



11

Zalézmy, ze punkty A i B oraz C i D leza na ramionach kata tak, jak na rysunku oraz, ze
OA AB

zachodzi proporcja: OC CD,

Poprowadzmy prosta rownolegta do prostej AC, przechodzaca przez punkt D.

Prosta ta przetnie drugie r © ¢ kata . Skorzystajmy z twierdzenia Talesa:

........... . Poré6wnajmy zalozenie twierdzenia odwrotnego. Wynika z niego, ze ...........,
a zatem ............ Skoro prosta ........ jest réwnoleglta do prostej ........ , to prosta ........
bedzie réwnolegta do proste;j ......... , a to nalezato udowodnic¢.

Kontynuacja: Jak wygladatby dowod twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa,
gdyby$my prowadzili w nim prosta réwnolegta do prostej BD, przechodzaca przez punkt A?

5 etap. Samodzielne odkrywanie twierdzen i poszukiwanie dowodow twierdzen przez ucznia.

Zadanie 14a. W pewien czworokat o bokach dtugosci 7, 7, 10, 10 mozna wpisa¢ okrag.
Opisz wzajemne polozenie dwoch okregéw wpisanych w trojkaty wyznaczone przez kazda

z przekatnych tego czworokata.

Zadanie 14b. Na podstawie wyniku zadania sformutuj hipoteze i sprobuj ja udowodnic.

Refleksja: Otrzymane twierdzenie pojawia si¢ w informatorze maturalnym. Warto zatem je

udowodni¢ z tego rowniez powodu.

6 etap. Szukamy uzytecznych strategii w zadaniach na dowodzenie.
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12

Zadanie 15. Udowodnij, ze dlugo$¢ odcinka taczacego wierzchotek kata prostego trojkata
o sumie przyprostokatnych réwnej s ze srodkiem kwadratu zbudowanego na przeciwprosto-

katnej tego trojkata wynosi %s\/f .

K G

Rozwigzanie (w jednej linijce): ...

L C=To I OO P

Zadanie 16. Na przeciwleglych bokach kwadratu zbudowano dwa przystajace trojkaty
prostokatne w sposob pokazany na rysunku. Nastepnie potaczono wierzchotki katow prostych
trojkatow z punktem przecigcia przekatnych tego kwadratu. Czy powstate odcinki zawarte sg
w jednej prostej? Sformutuj odpowiednia hipoteze i udowodnij, ze miate$ racje.

G L

Refleksja: Czesto pomaga nam w dowodzie przeformutowanie tezy twierdzenia tak, aby

zapisac ja w postaci rownania lub nieréwnosci.

Kolejne zadania uktadaja si¢ zgodnie ze strategia: Uktadaj zadania w pakiety, sekwencje lub

ciaggi od najprostszych do najtrudniejszych:
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Zadanie 17a. Udowodnij, ze przekatne kwadratu przecinajg si¢ pod katem prostym.

Zadanie 17b. Udowodnij, ze dwusieczne sasiednich katow prostokata przecinaja si¢ pod
katem prostym.

Zadanie 17c. Udowodnij, ze dwusieczne sgsiednich katow rownolegloboku przecinajg si¢ pod
katem prostym.

Zadanie 17d. Dwusieczne sgsiednich katow pewnego czworokata przecinajg si¢ pod katem

prostym. Jak moze brzmie¢ teza twierdzenia o takim zatozeniu? Udowodnij je.

Zadanie 17e. Dwusieczne sasiednich katow rownolegloboku przecinaja si¢ w punkcie P,
lezacym na jednym z bokow tego rownolegtoboku. Wykaz, ze punk P lezy na $rodku tego

boku oraz ze stosunek dtugosci bokdéw tego rownolegloboku wynosi 1:2.

Refleksja: Teza tego twierdzenia sklada si¢ z dwoch rownowaznych czesé. Dowdd jednej

pociaga za sobg dowdd drugiej. Warto to zauwazy¢.
Zadanie 17f. Uzupetnij zatozenie nastgpujacego twierdzenia:

Jezelisuma .........ocoooviiiiiiiiiiiii, W CZWOTOKACIC ..., ,

to dwusieczne sgsiednich katow tego czworokata przecinaja si¢ pod katem prostym.

Zadanie 18. Wpisz zadanie (lub wigcej niz jedno) pasujace do nastepujacego twierdzenia:
Jezeli suma przeciwlegtych katow czworokata wynosi 180°, to na tym czworokacie mozna

opisa¢ okrag.

ZA0ANIE L. ot

Do kolejnego zadania pasuje nastgpujaca Strategia: Rozloz zadanie na prostsze przypadki.
Rozwiaz kazdy z nich. Sprawdz, czy rozwigzania poszczegbdlnych przypadkéw tworza catosé

rozwigzania.

Zadanie 19. Udowodnij, ze kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 4 nie moze dac
reszty 3.

Wskazowka: Zbadaj reszty z dzielenia przez 4 kwadratow liczb, ktore przy dzieleniu przez

cztery daja kazda z mozliwych reszt.
MWW
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Kontynuacja: Sformutuj nowa teze tego twierdzenia (zalozenia nie zmieniaj), uwzgledniajac

whnioski z wlasnych obliczen.

Zasada ,,Nie rozpoczynaj dowodu od tezy” szczegdlnie przyda si¢ w zadaniach tego rodzaju:

2m-3
Zadanie 20. Udowodnij, ze liczba postaci M+1 przyjmuje wartosé catkowita wytacznie dla

liczb m=0 lub m=4.

Wskazowka: Uczen tatwo sprawdzi, ze obie liczby spetniajg teze twierdzenia, ale to za mato,
zeby twierdzenie uzna¢ za udowodnione. Trzeba bowiem stwierdzi¢, ze innych liczb poza

podanymi juz nie ma. Jak si¢ upewnic, ze tak jest?

Strategia (rada): Zadawaj sobie czesto takie pytanie: ,,Z jakiego twierdzenia musze

skorzysta¢ przy uzasadnianiu?”.

243

9
Zadanie 21. Sprawdz, czy liczba 625 jest wyrazem ciagu geometrycznego: o

1
25

ollw

Refleksja: Uczniowie na ogét nie traktuja wzoréw, z ktorych korzystaja, jako twierdzen.
Moze po czesci dlatego, ze rzadko maja okazje dowodzi¢ ich lub uczy¢ sie¢ tych dowodow.
Pomijamy je jako trudne? Jako nieprzydatne?

Strategia: Udowodnij twierdzenie prostsze i sprawdz, czy w jaki$ sposob przybliza cie to do
trudniejszego dowodu.

Zadanie 22. (Kolegéw z Torunia, zadane podczas warsztatow prowadzonych przez nich na
konferencji SNM w Kielcach 2008)

Na boku CD czworokata ABCD wybrano punkt M, a na boku BC — punkt N. Nastepnie
poprowadzono proste AM i MN oraz skonstruowano réwnolegtobok o boku AM, ktorego dwa
inne boki przechodza przez punkty N 1 B: AMEF (rysunek). Udowodnij, ze pola
rownolegtobokow ABCD 1 AMEEF sg sobie rowne.
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Zadanie sprawi klopot kazdemu uczniowi, rozwigzanie algebraiczne jest skomplikowane, ale
warto je zada¢ wraz z pytaniem: jaki szczegélny przypadek tego zadania udaloby ci si¢

rozwiazaé bez wigkszych trudnosci?

Skoro punkt M na boku DC mozna dobra¢ dowolnie, to zastanowmy si¢ nad sytuacja, gdy M

wybierzemy w wierzchotku C. Co si¢ wtedy stanie?

Aby warunki zadania byly spetlnione, punkt N na boku BC musi nam wypas¢ w punkcie B.

Otrzymamy takie zadanie: Udowodnij, ze réwnolegtoboki ABCD i ACBF maja rowne pola.

Zadanie stato si¢ duzo prostsze, ale czy przybliza nas do rozwigzania?

Sprébujmy teraz, zgodnie z zatozeniem, wzig¢ dowolny punkt M na boku BC, ale za to punkt
N wybierzmy w wierzchotku B. Jest to kolejny, naturalny krok ku najtrudniejszemu,
ogblnemu, wariantowi zadania.

FUNDACJA \W\'

RODZINY s sy £

MACIEJKO .. - <
www.maciejko.org



16

Z powodow podobnych do poprzedniego przypadku, oba rownolegloboki maja to samo pole.
Zestawmy teraz ostatnig sytuacje¢ z pierwsza. Co widzimy?

Roéwnolegtobok AFEM na rysunku z lewej strony ma takie samo pole jak jego odpowiednik
na rysunku z prawej, gdyz maja rownej dlugosci boki AM oraz réwne wysoko$ci opuszczone
na te boki. Pozostal jeszcze maly kroczek, aby zakonczy¢ dowod.
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Zadanie na Gwiazdke:

Sformutyj i nazwij twierdzenie (lub wigcej niz jedno) ilustrujagce fenomen widoczny na
rozkladzie punktow uzyskanych na maturze z matematyki w roku 2011. Odsetek sukcesow
egzaminu maturalnego z matematyki wynidst 79%. Oszacuj odsetek sukcesow, gdyby

6w fenomen nie wystapit?

4.0%

3,5%

3,0%

25%

2,0%

1.5%

1,0%

0,5%

0,0%'|'|I|I||||.........\........\........‘.‘.............
o 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

Wrykres 1. Rozklad wynikow na poziomie podstawowym

Zrédto: Raport CKE, Osiagniecia maturzystow w roku 2011,

TWIErdZenie (......overieiie e e ):
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INSPEWKTOR MISiAK KOZL«J(AZUDE
SPLAWE FaksLERLY Do\(OMt:AF (ow

Podsumowanie

W naszym nauczaniu od lat utrwalil si¢ rozlagczny podzial na zadania na obliczanie (O)
1 zadania na dowodzenie (D). Tymczasem oba typy zadan powinny mie¢ w praktyce znaczaco
wigkszy obszar ,,czeSci wspodlnej”. Od nas zalezy, jak duzy jest 1 jak duzy bedzie ten obszar.

Aby byt coraz wigkszy, koniecznie musimy:

ksztalci¢ nawyki samodzielnego sprawdzania rozwigzan zadah obliczeniowych,
czyli przekona¢ ucznidow, ze zadanie obliczeniowe jest rozwigzane do konca
wylacznie wtedy, gdy dokonali sprawdzenia tego rozwigzania (przeprowadzili dowod
poprawnosci rozwigzania, nie tylko obliczen);

budowa¢ w uczniach poczucie nieufnosci do swoich rachunkéw oraz potrzebe
samokontroli do momentu wewngtrznej pewnosci, ze w rozwigzaniu nie ma biedu;

wprowadza¢ zadania typu D wylacznie po przygotowaniu ucznidow do ich
rozwigzywania nast¢pujacymi metodami:

formulujemy polecania do zadan typu O w postaci ,,0blicz 1 sprawdz”,
przeksztalcamy zadania typy O w zadania typu D;

rozwigzujemy duzg liczbe zadan typu ,,wyszukaj obiekty spetniajagce dang wlasnosc”,
,»znajdz zbidr wszystkich obiektow spetniajacych dang wlasno$¢” (uwzgledniamy
przypadki, gdy szukanym zbiorem jest zbior pusty);

pozwalamy uczniom dos$wiadczy¢ sprzecznosci, gdy wychodzi si¢ z falszywej
przestanki.
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Korzysci bedzie wiele. Dwie bezsporne: uczniowie beda popetnia¢ znacznie mniej bledow niz
do tej pory i znacznie $mielej zabiera¢ si¢ beda za zadania na dowodzenie na swoich
sprawdzianach i egzaminach.

2ADAN NA DOWODZE-
ME. NAPolzon, SkUP

S&. VIGDY NIE WIADOMY,
(0 $\& MOEE W Z4CIU

2RO®IMY TERAZ wu@}

Bibliografia

Oto niektore ksigzki 1 artykuly, z ktorych korzystatem przygotowujac te materiaty. Zawieraja
one nieco odmienne od mego podejScia, warte jednak skonfrontowania. Warsztat jest niejako
rozwini¢ciem idei opisanych w krotkim artykule Pani Dominiki Szpic-Siwinskiej, do ktorych
doszedtem niezaleznie od niej.
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Podreczniki 1 zbiory zadan do liceum i1 technikum GWO. Z nich pochodzi wigkszos¢ zadanh.
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GWO -gra
INSTRUKCJA

Potrzebne s3:

Plansza, 12 kart z literami G, W i O oraz pionki, roznigce si¢ kolorem lub ksztattem
niewielkie przedmioty przypisane poszczegdlnym graczom, po 10 dla kazdego z nich.

Przepisy:

W grze biorg udziat dwaj lub trzej gracze. Na poczatku tasujg karty z literami i uktadaja je
w stosik strong bez litery do gory. W ustalonej kolejnosci gracze biorg po jednej karcie ze
stosu i uktadaja ja na wolnym miejscu planszy pamigtajac, ze nie wolno polozy¢ karty

z dang litera na boku planszy, lezacym naprzeciw wierzchotka oznaczonego tq litera.
Pola te sa odpowiednio oznakowane. Trzy pola narozne sg juz oznakowane 1 jako takie biorg
udzial w grze (nie wolno na nich uktadac¢ kart).

Punkt zdobywa ten z graczy, ktory utozy trzecig karte w wierzchotku matego trojkata,
uzyskujac oznakowanie wszystkimi trzema literami G, W i O. Ustawia wtedy swoj pinek na
tym trojkacie. Gra konczy sig, gdy nie ma juz mozliwosci zajmowania pol. Wygrywa ta
osoba, uzyska najwiecej punktow.

Zadanie dla graczy:
Udowodnij, ze grajac w GWO w dwie osoby nie mozna zremisowac?
Czy mozna zremisowac grajac w trzy osoby?

Plansza (schemat):

FUNDAC.A \\W\r

RODZINY s sy £

MACIEJKO - - w <
www.maciejko.org



