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DOWODZENIE 

 

 

Marek Pisarski( Łódź);  grexdomini@poczta.onet.pl 

Gdańskie Wydawnictwo Oświatowe 

Matematyka z Plusem 

 

 

Przekonam Was, że mam rację, czyli 

o wyższości zadań na dowodzenie nad zadaniami na obliczanie 

 

 

Dowód twierdzenia Borsuka-Ulama nie jest łatwy  

i wymaga wykorzystania subtelnych technik topologicznych.  

Krzysztof Ciesielski i Zdzisław Pogoda,   

„Diamenty matematyki” 

 

Wstęp ( zamiast streszczenia) 

Nie zapomnę tego dnia przed dwudziestoma laty, kiedy mój sześcioletni wówczas syn zwrócił 

się do mnie z pytaniem z topologii: Dlaczego rysunek namalowany na baloniku rozszerza 

się, kiedy dmucham w balonik? Po chwili sam wymyślił taką oto odpowiedź: Gdyby ten 

rysunek się nie rozszerzał i byłaby nim obręcz, to balonik nie mógłby się powiększać w tym 

miejscu  i by pękł, a przecież nie pęka. Była to w jego życiu pierwsza próba przeprowadzenia 

formalnego dowodu  nie wprost. Wiedziałem, że dowody formalne z użyciem symboliki 

matematycznej dzieci są w stanie zrozumieć stosunkowo późno (w 15-16 roku życia), dlatego 
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też tak późno pojawiały się w szkole. Pytanie Pawełka dało mi do myślenia: miałem przed 

sobą żywy empiryczny dowód, że z takimi fenomenami jak dowody nie wprost na konkretach 

możemy się spotkać u dzieci znacznie młodszych.  

To, że mój syn znalazł odpowiedź na swoje intrygujące pytanie w wieku sześciu lat, to jeden 

aspekt  tej historii. Znacznie ważniejsze i ciekawsze jest jednak to, że w ogóle zadał je sobie, 

widząc na własne oczy, że obrazek na baloniku się rozszerza! Mimo dostępu do 

empirycznego dowodu, szukał formalnego uzasadnienia! Znajdując je musiał jednak 

skorzystać z empirii. Gdybym odkrył, co ja mu takiego zrobiłem wcześniej w dzieciństwie, że 

obudziło się w nim te poznawcze pragnienia… 

 

Nie spotkałem wielu uczniów szkół średnich, którzy na widok polecenia WYKAŻ, 

UZASADNIJ, UDOWODNIJ, DOWIEDŹ, SPRAWDŹ, ŻE, nie popadaliby w panikę, 

przewidując nadchodzące trudności ponad ich siły. Dowodzenie i uzasadnianie jest 

najtrudniejszą i jednocześnie najważniejszą, fundamentalną, może wręcz jedyną, 

umiejętnością, z której korzystamy rozumując matematycznie. W matematyce trzeba 

nieustannie uzasadniać, trzeba być pewnym, trzeba sprawdzać i przekonywać się, że wszystko 

jest tak, jak być powinno. Czy jeszcze mieści się w ramach matematycznego rzemiosła ktoś, 

kto rozwiązując zadanie nie wykonuje tych czynności? Co zatem sprawia uczniom tak wielką 

trudność w dowodzeniu? Dlaczego masowo zrażają się do zadań tego typu?  

Być może istota trudności nie leży w samej symbolicznej strukturze dowodzenia, lecz  

w wewnętrznej pewności dowodzącego, w jego motywacji i wytrwałości. Nie można dobrze 

nauczyć się matematyki bez pobudzającego motywacje, niezależnego od zewnętrznych 

czynników, „ubocznego efektu” procesu uczenia się, jakim jest dojmujące wrażenie 

dotknięcia prawdy, czegoś nieuchwytnego, a zarazem konkretnego. Poczucie to nazywane w 

literaturze Aha!!, To oczywiste, No jasne, Widzę całość, Złapałem wzór, Jakie to ładne... 

Mimo, że niewielu uczniów doświadcza na co dzień tego typu emocji, uważam, że mogą oni 

nauczyć się rozwiązywania zadań na dowodzenie tak samo dobrze jak tych na obliczanie, bez 

przeżywania szczytowych matematycznych wzruszeń. 

Wielu uczniów nie potrafi rozwiązywać zadań na dowodzenie, gdyż zadania tego typu 

przychodzą do nich zbyt późno i od razu w wersji najtrudniejszej, do której nie zdążyli się 

przyzwyczaić. Przez pierwsze 6-9 lat edukacji rozwiązywali przecież głównie zadania, w 

których na pierwszym planie było bezrefleksyjne ćwiczenie wyuczonych na pamięć 

algorytmów obliczeniowych, dochodzenie do nieznanego wyniku wskazaną drogą. 

Rozumiem oznaczało, dla nich, i nadal oznacza: potrafię zrealizować podany schemat, 

rozumiem, co (że to właśnie) mam wykonać. Sprawdzenie natomiast sprowadza się do 

porównania własnego wyniku z odpowiedzią na końcu książki lub do zapytania 

nauczyciela.  

 

Wydaje się konieczne, aby już na bardzo wczesnych etapach edukacyjnych promować 

podstawową zasadę: w matematyce nie tyle chodzi o dojście do pewnego wyniku 
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wytyczoną i wyćwiczoną drogą, ile o przekonanie, a więc uzasadnienie, że otrzymany 

wynik jest właśnie tym, o który chodziło w zadaniu. 

 

O tym, że uczniowie w zasadę tę nie wierzą świadczy wiele symptomów, na przykład wyniki 

sprawdzianów po szóstej klasie, egzaminów gimnazjalnych i matur. Sytuację tę można by 

stopniowo zmieniać. Jednym ze sposobów jest propagowanie metody polegającej na 

przekształcaniu zadań obliczeniowych w zadania wymagające przekonywania o słuszności 

drogi, czyli w zadania de facto na dowodzenie w stylu V. standardu wymagań maturalnych. 

Można to robić co najmniej na dwa równoległe sposoby:  

 we wszystkich zadaniach obliczeniowych wymagamy od uczniów sprawdzenia,  

 zamieniamy wybrane zadania obliczeniowe w zadania „uzasadnij, że w tym zadaniu 

powinien wyjść taki właśnie wynik”. 

 

Struktura tradycyjnego zadania obliczeniowego jest względnie prosta: dane, szukane, 

obliczenia, odpowiedź. Od danych do wyniku prowadzi schemat, który trzeba poznać, 

zastosować i wyćwiczyć. Natomiast większość zadań na dowodzenie wymaga od ucznia 

samodzielnego wypracowania schematu postępowania, czyli tego, co w matematyce 

najtrudniejsze. Aby im to ułatwić, warto zatem poszukać schematów, które są często 

powielane są w zadaniach na dowodzenie; schematów podobnych do stosowanych w znanych 

sytuacjach.  

W zadaniach na dowodzenie miejsce danych zwykłego zadania zajmuje założenie, szukanych 

zaś teza. Szukaną „wartością” w dowodach jest droga do wyniku. W zadaniach 

obliczeniowych droga ta jest na ogół znana, wynik zaś nie. W zadaniach przekształconych i 

droga, i wynik stają się znane. Czy znajomość końcowego wyniku (tezy) nie ułatwiłaby 

rozwiązania zadania? 

  

Na to i inne pytania poszukamy odpowiedzi podczas tego warsztatu, przygotowanego przeze 

mnie dla Gdańskiego Wydawnictwa Oświatowego i przy Jego pomocy. 
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A może jest tak, że w szkole ponadgimnazjalnej młodzież potrzebuje raczej lekcji 

oswajających z dowodzeniem niż treningu w zakresie trudnych  technik i strategii 

rozumowania? Może bardziej potrzebują problemów, w których wyniki są już podane, niż tak 

zwanych ciekawych zadań na dowodzenie,  przy których tak chętnie zadają swoje niemądre 

pytania w rodzaju: „po co mamy coś uzasadniać, skoro wiadomo, że tak jest?”. Może 

ważniejsze niż umiejętności dowodzenia jest pokonanie przez ucznia emocjonalnych blokad 

utrudniających podejmowanie się trudnych zagadnień. Może potrzebne jest cierpliwe i 

wieloetapowe wdrażanie ucznia w rozwiązywanie zadań typu „wykaż”. 

 

Etap I. Przetwarzanie zadań rachunkowych na dowodowe o tym samym rdzeniu. Równoległe 

rozwiązywanie zadań w obu wersjach. 

 

Zadanie 1. (GWO, Podręcznik, klasa 1.) Związek między długością stopy w centymetrach  

a rozmiarem buta opisują wzory: 
54,2

3

25





A
L

,  
FL

3

2


.  

L – to długość stopy w centymetrach, A – to numer buta w numeracji angielskiej, F – numer 

buta w numeracji francuskiej.  Udowodnij, że 

25
54,2

2


F
A

oraz .75,3127,1  AF  

 

Założenie: (co jest dane): …………………………………………………………………….. 

 

Teza: (do czego muszę dojść): ……………………………………………………………….. 

 

Dowód: (schemat rozumowania, rachunki) ………………………………………………….. 

 

Czego należało dowieść: (powtórzenie tezy) ………………………………………………….. 

 

Refleksja: Co oznaczają udowodnione wzory?  
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Kontynuacja: Noszę buty o numerze 8 i pół w jednej z numeracji. Jaki jest mój numer buta  

w drugiej numeracji? Oblicz w przybliżeniu długość mojej stopy. Możesz odpowiedzieć na te 

pytania podstawiając swój własny numer buta.  

Zadanie 2. Udowodnij równość: aaa 8)2()2( 22  . 

Założenie: Liczba a  jest dowolną liczbą. 

Teza: aaa 8)2()2( 22   

Dowód (przejście od strony bardziej skomplikowanej do strony mniej skomplikowanej, czyli 

od L do P). 

L= …………………………………………………………………………………. = P 

Co należało udowodnić: ………………………………………………………………… 

Refleksja: Czy otrzymałeś prawą stronę za pierwszym podejściem? Czy poprawnie użyłeś 

wzorów na kwadraty: sumy i różnicy lub wzoru na różnicę kwadratów? Czy podanie prawej 

strony równości ułatwiło ci, czy utrudniło rozwiązanie zadania? 

Uczniowie lubią zaglądać do odpowiedzi, a zatem może podajmy ją w zadaniu? 

Zadanie 3. Udowodnij, że rozwiązaniem układu równań: 





















2
2

6

24

3

23

2
5

3

2

2

xyx

yx
yx

             jest para liczb 12x   i .2y  

Dowód I.: Nie wystarczy podstawić za niewiadome liczb podanych w tezie. Trzeba uzasadnić,  

że dany układ równań ma tylko jedno rozwiązanie. 

Dowód II.: Trzeba rozwiązać układ równań jedną z poznanych metod i w ten sposób dojść do 

wyniku. Jeśli rozwiązanie będzie inne, trzeba szukać błędu w rozwiązaniu. 

Refleksja: Która metoda wydaje Ci się prostsza? Jaką metodą przeprowadziłbyś dowód 

następującego twierdzenia 

 

Rozwiązaniem układu równań: 




















2
2

6

24

3

23

2
5

3

2

2

xyx

yx
yx

     

 jest para liczb, których iloraz wynosi (-6). 
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Kontynuacja: Ułóż podobne zadanie. Możesz skorzystać z odpowiedzi w podręczniku. Czy 

można przeprowadzić dowód nie znając wartości x  i y? 

 

Jeżeli nie chcemy, aby zadania na dowodzenie dotyczące równań wymuszały podstawienia do 

równania podanych w tezie pierwiastków, możemy nasze zadanie/twierdzenie formułować 

następująco: 

Zadanie 4. Udowodnij, że podane równania mają te same rozwiązania: 

0)6)(4(2  xx  , 2)5(2 2 x  , .24820 2xx   

 

Dowód I. Wyznaczenie pierwiastków jednego z równań i podstawienie do pozostałych. 

Dowód II. Sprowadzenie dwóch równań do postaci trzeciego. 

 

Kontynuacja: Możliwe są także ograniczenia w treści zadania typu: „Udowodnij, że podane 

równania mają te same rozwiązania”, nie obliczając ich pierwiastków albo obliczając ich 

pierwiastki. Pamiętamy także o zadaniach typu: „Udowodnij, że dane liczby nie spełniają 

warunków zadania”, czyli nie są rozwiązaniami układu równań lub pierwiastkami. 

 

Etap 2. Rozwiązywanie zadań o zróżnicowanych treściach, obliczeniowych i dowodowych, 

na przemian. Wypracowanie struktury dowodu. 

Zadanie 5a. Sprawdź, czy istnieje trójkąt równoramienny o kątach 56˚ i 62˚. 

Zakładamy, że pierwszy z tych kątów jest kątem przy podstawie trójkąta i rozwiązujemy 

zadanie tak, jak byśmy dowodzili, że nie istnieje trójkąt o kątach 56˚, 56˚ i 62˚. Następnie 

zakładamy, że drugi z tych kątów jest kątem przy podstawie i dowodzimy, że istnieje trójkąt o 

kątach 56˚, 62˚ i 62˚. 

Refleksja: Z jakiej definicji i z jakiego twierdzenia pomocniczego korzystałeś?  

 

Zadanie 5b. Udowodnij, że trójkąt, w którym są kąty o mierze 110˚ i 35˚ jest równoramienny.  

Refleksja: Czym zadanie 5b różni się od 5a?  

 

Zadanie 5c. Udowodnij, że nie istnieje trójkąt równoramienny o kątach 56˚ i 57˚. 
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Refleksja: Mimo że zadanie zaczyna się od słowa udowodnij, jego rozwiązanie przebiega tak 

samo jak zadania 5a, rozpoczynającego się od słów „sprawdź, czy…”. 

 

Zadanie 6. Podaj przykład algebraicznego lub geometrycznego zadania na obliczenie, którego 

nie można przekształcić w zadanie na dowodzenie. 

 

……………………………………………………………………………………………….. 

 

……………………………………………………………………………………………….. 

 

……………………………………………………………………………………………….. 

 

Refleksja: Konstrukcyjne zadania geometryczne są zadaniami zawierającymi klasyczny 

dowód poprawności. Szkoda, że tak mało tych zadań rozwiązuje się w dzisiejszej szkole. 

 

Zadanie 7. Czy czworokąt wpisany w okrąg może mieć trzy kąty ostre? 

Wskazówka: Załóżmy, że może. Jak będzie brzmiała nasza hipoteza z takim założeniem? 

Co by wynikało z naszego założenia?  

 

Refleksja: Jak brzmi twierdzenie, które odkryliśmy rozwiązując zadanie 7.? 

 

O ile mniej błędnych rozwiązań otrzymalibyśmy w zadaniu o arbuzie, wyjątkowo trudnym 

dla gimnazjalistów i licealistów przywiązanych do proporcji, gdybyśmy dali je w wersji 

„udowodnij”. 

Zadanie 8. Wykaż, że arbuz ważący 3 kg i zawierający 99% wody po osuszeniu do zawartości 

wody wynoszącej 98% jego masy będzie ważył półtora kilograma.  

 

Refleksja: Uczniowie na ogół błędnie rozwiązują to zadanie w wersji „Oblicz”, ponieważ 

bezmyślnie używają proporcji. Nie dają się łatwo przekonać, że ich ulubiony z gimnazjum 

schemat rozwiązania jest niewiele wart. Gdy podamy im odpowiedź do zadania w postaci 
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tezy, część z nich postara się dopasować do niej swoją drogę rozumowania i błędu nie 

popełni, a jeśli popełni, to jest szansa, że się z niego w porę wycofa. 

 

 

 

Etap 3. Przetwarzanie zadań na dowodzenie w zadania na obliczanie. Eksperymentowanie. 

Tworzenie przez ucznia własnych zadań obu typów. Budowanie hipotez i sprawdzanie, czy są 

twierdzeniami. Rozumowanie indukcyjne (przyglądanie się przypadkom) jako etap do 

rozumowania dedukcyjnego. Szukanie kontrprzykładów. 

 

Zadanie 9. Ułóż zadanie do podanego twierdzenia. Rozwiąż je i udowodnij twierdzenie.  

 

Twierdzenie. Jeżeli punkty A i B leżą po tej samej stronie prostej l, zaś punkt M jest punktem 

prostej l, to najkrótszą łamaną AMB, jest łamana skonstruowana tak, jak na rysunku. 

 

 

Zadanie 9a. Punkty A i B są odległe od prostej l odpowiednio o 3 cm i 7cm ………………….  

 

………………………………………………………………………………………………….. 

 

Zadanie 9b. …………………………………………………………………………………….. 

 

Refleksja: Co było ciekawsze: układanie i rozwiązywanie zadania, czy dowodzenie 

twierdzenia? 
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Przekształć poniższe zadania z dowodowych na obliczeniowe. Rozwiąż zadania i udowodnij 

twierdzenia.  

 

Zadanie 10. Udowodnij, że pierwszymi trzema wyrazami ciągu określonego wzorem 

nnan 32 2 
 są w kolejności liczby – 1, 2 i 9.  

 

Zadanie 10a.  Oblicz …………………………………………………………………………… 

 

Zadanie 11.  Udowodnij, że dziedziną funkcji 
)2(log)( xxf x 

 jest zbiór }1{\)2;0( . 

 

Zadanie 11a.  Wyznacz dziedzinę ……………………………………………………………… 

Zadanie 12.  Udowodnij, że wyrażenie 54

2137
2

23





xx

xxx

 przyjmuje ujemną wartość dla    

).7;1()5;( x  

 

Zadanie 12a.  Dla jakich wartości ……………..……………………………………………… 

 

Etap 4. Rozwiązywanie zadań na dowodzenie jako zadań na dowodzenie, w których 

poszukiwany schemat nie koniecznie odwołuje się do dobrze znanych uczniom schematów 

obliczeniowych. Utrwalanie struktury dowodu, uniemożliwiającej rozpoczynanie zadania od 

włączenia tezy do założeń. Dowody nie wprost z typowymi przykładami. 

Zadanie 13. Zapoznaj się z następującym dowodem, a następnie zredaguj podobny dowód 

tego twierdzenia według podanego wzoru. 

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa (GWO, Podręcznik, klasa II): 

Jeżeli na jednym ramieniu kąta o wierzchołku O wybierzemy punkty A i B, a na drugim 

ramieniu punkty C i D w taki sposób, że zachodzi proporcja 
CD

AB

OC

OA
 , to proste AC i BD są 

równoległe. 
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Dowód:  

Załóżmy, że punkty A i B oraz C i D leżą na ramionach kąta tak, jak na rysunku oraz, że 

zachodzi proporcja:   
     

  
 
  

  
.  

 

 

 

 

Poprowadźmy prostą równoległą do prostej AC, przechodzącą przez punkt B. 

 

 

 

 

 

Prosta ta przetnie drugie ramię kąta w punkcie B’. Skorzystajmy z twierdzenia Talesa: 

'CB

AB

OC

OA


.  

Porównajmy założenie twierdzenia odwrotnego. Wynika z niego, że CB’=CD,  

a zatem B’=D. Skoro prosta BB’ jest równoległa do prostej AC, to prosta  AC będzie 

równoległa do prostej BD, a to należało udowodnić.  

Uzupełnij inną wersję tego dowodu (twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa): 

Dowód:  

C 

D 

B 

O 
A 

C 

B 

O 
A 

C 

B’ 

B 

O 
A 
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Załóżmy, że punkty A i B oraz C i D leżą na ramionach kąta tak, jak na rysunku oraz, że 

zachodzi proporcja: CD

AB

OC

OA


.  

Poprowadźmy prostą równoległą do prostej AC, przechodzącą przez punkt D. 

 

 

Prosta ta przetnie drugie ramię kąta w punkcie ….. . Skorzystajmy z twierdzenia Talesa: 

……….. . Porównajmy założenie twierdzenia odwrotnego. Wynika z niego, że ………..,  

a zatem ………... Skoro prosta …….. jest równoległa do prostej …….. , to prosta  …….. 

będzie równoległa do prostej ……… , a to należało udowodnić.  

Kontynuacja: Jak wyglądałby dowód twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa, 

gdybyśmy prowadzili w nim prostą równoległą do prostej BD , przechodzącą przez punkt A? 

 

5 etap. Samodzielne odkrywanie twierdzeń i poszukiwanie dowodów twierdzeń przez ucznia.  

Zadanie 14a. W pewien czworokąt o bokach długości 7, 7, 10, 10 można wpisać okrąg.   

Opisz wzajemne położenie dwóch okręgów wpisanych w trójkąty wyznaczone przez każdą  

z przekątnych tego czworokąta.  

Zadanie 14b. Na podstawie wyniku zadania sformułuj hipotezę i spróbuj ją udowodnić.  

 

………………………………………………………………………………………………… 

 

………………………………………………………………………………………………… 

 

Refleksja: Otrzymane twierdzenie pojawia się w informatorze maturalnym. Warto zatem je 

udowodnić z tego również powodu.  

 

6 etap.  Szukamy użytecznych strategii w zadaniach na dowodzenie. 

 

C 

D 

O 
A 



12 
 

 
 www.maciejko.org 

Zadanie 15. Udowodnij, że długość odcinka łączącego wierzchołek kąta prostego trójkąta  

o sumie przyprostokątnych równej s ze środkiem kwadratu zbudowanego na przeciwprosto-

kątnej tego trójkąta wynosi   
 

 
s√ . 

 

 

Rozwiązanie (w jednej linijce): …………………………………………………………….. 

Strategia: ……………………………………………………………………………………. 

 

Zadanie 16. Na przeciwległych bokach kwadratu zbudowano dwa przystające trójkąty 

prostokątne w sposób pokazany na rysunku. Następnie połączono wierzchołki kątów prostych 

trójkątów z punktem przecięcia przekątnych tego kwadratu. Czy powstałe odcinki zawarte są 

w jednej prostej? Sformułuj odpowiednią hipotezę i udowodnij, że miałeś rację. 

 

 

Refleksja:  Często pomaga nam w dowodzie przeformułowanie tezy twierdzenia tak, aby 

zapisać ją w postaci równania lub nierówności. 

 

Kolejne zadania układają się zgodnie ze strategią: Układaj zadania w pakiety, sekwencje lub 

ciągi od najprostszych do najtrudniejszych: 
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Zadanie 17a. Udowodnij, że przekątne kwadratu przecinają się pod kątem prostym. 

Zadanie 17b. Udowodnij, że dwusieczne sąsiednich kątów prostokąta przecinają się pod 

kątem prostym. 

Zadanie 17c. Udowodnij, że dwusieczne sąsiednich kątów równoległoboku przecinają się pod 

kątem prostym. 

Zadanie 17d. Dwusieczne sąsiednich kątów pewnego czworokąta przecinają się pod kątem 

prostym. Jak może brzmieć teza twierdzenia o takim założeniu? Udowodnij je. 

Teza:…………………………………………………………………………………………. 

 

Zadanie 17e. Dwusieczne sąsiednich kątów równoległoboku przecinają się w punkcie P, 

leżącym na jednym z boków tego równoległoboku. Wykaż, że punk P leży na środku tego 

boku oraz że stosunek długości boków tego równoległoboku wynosi 1:2.  

Refleksja: Teza tego twierdzenia składa się z dwóch równoważnych część. Dowód jednej 

pociąga za sobą dowód drugiej. Warto to zauważyć.  

Zadanie 17f. Uzupełnij założenie następującego twierdzenia:  

Jeżeli suma …………………………………….. w czworokącie ………………………….,  

 

to dwusieczne sąsiednich kątów tego czworokąta przecinają się pod kątem prostym. 

Zadanie 18. Wpisz zadanie (lub więcej niż jedno) pasujące do następującego twierdzenia: 

Jeżeli suma przeciwległych kątów czworokąta wynosi 180˚, to na tym czworokącie można 

opisać okrąg. 

Zadanie 18a. …………………………………………………………………………………. 

 

Do kolejnego zadania pasuje następująca strategia: Rozłóż zadanie na prostsze przypadki. 

Rozwiąż każdy z nich. Sprawdź, czy rozwiązania poszczególnych przypadków tworzą całość 

rozwiązania.  

Zadanie 19. Udowodnij, że kwadrat liczby całkowitej przy dzieleniu przez 4 nie może dać 

reszty 3. 

Wskazówka: Zbadaj reszty z dzielenia przez 4 kwadratów liczb, które przy dzieleniu przez 

cztery dają każdą z możliwych reszt.  
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Kontynuacja: Sformułuj nową tezę tego twierdzenia (założenia nie zmieniaj), uwzględniając 

wnioski z własnych obliczeń. 

 

Zasada „Nie rozpoczynaj dowodu od tezy” szczególnie przyda się w zadaniach tego rodzaju: 

Zadanie 20. Udowodnij, że liczba postaci 1

32





m

m

 przyjmuje wartość całkowitą wyłącznie dla 

liczb m=0 lub m=4.  

Wskazówka: Uczeń łatwo sprawdzi, że obie liczby spełniają tezę twierdzenia, ale to za mało, 

żeby twierdzenie uznać za udowodnione. Trzeba bowiem stwierdzić, że innych liczb poza 

podanymi już nie ma. Jak się upewnić, że tak jest? 

Strategia (rada): Zadawaj sobie często takie pytanie: „Z jakiego twierdzenia muszę 

skorzystać przy uzasadnianiu?”. 

Zadanie 21. Sprawdź, czy liczba 625

243

 jest wyrazem ciągu geometrycznego: 
...,

25

9
,

5

3
,1

 

Refleksja: Uczniowie na ogół nie traktują wzorów, z których korzystają, jako twierdzeń. 

Może po części dlatego, że rzadko mają okazję dowodzić ich lub uczyć się tych dowodów. 

Pomijamy je jako trudne? Jako nieprzydatne?  

Strategia: Udowodnij twierdzenie prostsze i sprawdź, czy w jakiś sposób przybliża cię to do 

trudniejszego dowodu. 

 

Zadanie 22. (Kolegów z Torunia, zadane podczas warsztatów prowadzonych przez nich na 

konferencji SNM w Kielcach 2008) 

Na boku CD czworokąta ABCD wybrano punkt M, a na boku BC – punkt N. Następnie 

poprowadzono proste AM i MN oraz skonstruowano równoległobok o boku AM, którego dwa 

inne boki przechodzą przez punkty N i B: AMEF (rysunek). Udowodnij, że pola 

równoległoboków ABCD i AMEF są sobie równe. 
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Zadanie sprawi kłopot każdemu uczniowi, rozwiązanie algebraiczne jest skomplikowane, ale 

warto je zadać wraz z pytaniem: jaki szczególny przypadek tego zadania udałoby ci się 

rozwiązać bez większych trudności? 

Skoro punkt M na boku DC można dobrać dowolnie, to zastanówmy się nad sytuacją, gdy M 

wybierzemy w wierzchołku C. Co się wtedy stanie? 

Aby warunki zadania były spełnione, punkt N na boku BC musi nam wypaść w punkcie B. 

Otrzymamy takie zadanie: Udowodnij, że równoległoboki ABCD i ACBF mają równe pola. 

 

 

Zadanie stało się dużo prostsze, ale czy przybliża nas do rozwiązania?  

Spróbujmy teraz, zgodnie z założeniem, wziąć dowolny punkt M na boku BC, ale za to punkt 

N wybierzmy w wierzchołku B. Jest to kolejny, naturalny krok ku najtrudniejszemu, 

ogólnemu, wariantowi zadania. 
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Z powodów podobnych do poprzedniego przypadku, oba równoległoboki mają to samo pole. 

Zestawmy teraz ostatnią sytuację z pierwszą. Co widzimy? 

 

 

  

 

 

Równoległobok AFEM na rysunku z lewej strony ma takie samo pole jak jego odpowiednik 

na rysunku z prawej, gdyż mają równej długości boki AM oraz równe wysokości opuszczone 

na te boki. Pozostał jeszcze mały kroczek, aby zakończyć dowód.  

 

 

………………………………………………………………………………………………….. 

 

 

………………………………………………………………………………………………….. 
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………………………………………………………………………………………………….. 

 

 

Zadanie na Gwiazdkę: 

Sformułuj i nazwij twierdzenie (lub więcej niż jedno) ilustrujące fenomen widoczny na 

rozkładzie punktów uzyskanych na maturze z matematyki w roku 2011. Odsetek sukcesów 

egzaminu maturalnego z matematyki wyniósł 79%. Oszacuj odsetek sukcesów, gdyby  

ów fenomen nie wystąpił?  

 

Źródło: Raport CKE, Osiągnięcia maturzystów w roku 2011. 

 

Twierdzenie (……………………………………………..): 

 

 ………………………………………………………………………………………………… 
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………………………………………………………………………………………………… 

 

 

 

Podsumowanie 

W naszym nauczaniu od lat utrwalił się rozłączny podział na zadania na obliczanie (O)  

i zadania na dowodzenie (D). Tymczasem oba typy zadań powinny mieć w praktyce znacząco 

większy obszar „części wspólnej”. Od nas zależy, jak duży jest i jak duży będzie ten obszar. 

Aby był coraz większy, koniecznie musimy: 

 kształcić nawyki samodzielnego sprawdzania rozwiązań zadań obliczeniowych,  

czyli przekonać uczniów, że zadanie obliczeniowe jest rozwiązane do końca 

wyłącznie wtedy, gdy dokonali sprawdzenia tego rozwiązania (przeprowadzili dowód 

poprawności rozwiązania, nie tylko obliczeń); 

 budować w uczniach poczucie nieufności do swoich rachunków oraz potrzebę 

samokontroli do momentu wewnętrznej pewności, że w rozwiązaniu nie ma błędu; 

 wprowadzać zadania typu D wyłącznie po przygotowaniu uczniów do ich 

rozwiązywania następującymi metodami: 

 formułujemy polecania do zadań typu O w postaci „oblicz i sprawdź”, 

 przekształcamy zadania typy O w zadania typu D; 

 rozwiązujemy dużą liczbę zadań typu „wyszukaj obiekty spełniające daną własność”, 

„znajdź zbiór wszystkich obiektów spełniających daną własność” (uwzględniamy 

przypadki, gdy szukanym zbiorem jest zbiór pusty); 

 pozwalamy uczniom doświadczyć sprzeczności, gdy wychodzi się z fałszywej 

przesłanki.  
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Korzyści będzie wiele. Dwie bezsporne: uczniowie będą popełniać znacznie mniej błędów niż 

do tej pory i znacznie śmielej zabierać się będą za zadania na dowodzenie na swoich 

sprawdzianach i egzaminach. 
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GWO - gra 

INSTRUKCJA 

Potrzebne są:  

Plansza, 12 kart z literami G, W i O oraz pionki, różniące się kolorem lub kształtem 

niewielkie przedmioty przypisane poszczególnym graczom, po 10 dla każdego z nich.  

Przepisy: 

W grze biorą udział dwaj lub trzej gracze. Na początku tasują karty z literami i układają je  

w stosik stroną bez litery do góry. W ustalonej kolejności gracze biorą po jednej karcie ze 

stosu i układają ją na wolnym miejscu planszy pamiętając, że nie wolno położyć karty  

z daną literą na boku planszy, leżącym naprzeciw wierzchołka oznaczonego tą literą. 

Pola te są odpowiednio oznakowane. Trzy pola narożne są już oznakowane i jako takie biorą 

udział w grze (nie wolno na nich układać kart).  

Punkt zdobywa ten z graczy, który ułoży trzecią kartę w wierzchołku małego trójkąta, 

uzyskując oznakowanie wszystkimi trzema literami G, W i O. Ustawia wtedy swój pinek na 

tym trójkącie. Gra kończy się, gdy nie ma już możliwości zajmowania pól. Wygrywa ta 

osoba, uzyska najwięcej punktów. 

Zadanie dla graczy:  

Udowodnij, że grając w GWO w dwie osoby nie można zremisować? 

Czy można zremisować grając w trzy osoby? 

Plansza (schemat): 

 

 


