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Kilka sléw o ukladach rownan.

Streszczenie. 100 uktadéw roéwnan w 5 min, jak uktadaé i jak rozwigzywaé uklady 2 rownan z dwiema
niewiadomymi. Niniejszy artykut jest skrotem przeprowadzonych przez nas na XXI Konferencji
Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki w Krakowie warsztatow. Cho¢ wiemy, Ze nic nie zastgpi zywego
stowa, to staramy si¢ dotrzymac obietnicy ztozonej uczestnikom naszych zajgé.

W podreczniku ,, Matematyka z plusem” kl. I GWO znajduje si¢ zadanie o pp.
Wodzinskich kupujacych wodg.

Zadanie 1. PP. Wodzinscy w jednym miesiacu za 6 m® zimnej wody i 7 m® cieplej wody
zaplacili 53 zt. W nastepnym za 7 m> zimnej wody i 6 m® cieptej wody 51 zt. Jaka jest cena
za 1 m® zimnej , a jaka za 1 m® cieptej wody?

Po utozeniu uktadu rownan 6z +7c=53 (1)
7z+6c=51 (2)

uczniowie przystepuja do rozwigzania zadania mnozgc pierwsze rownanie przez 7 a drugie
przez -6, jak nakazuje metoda przeciwnych wspotczynnikdw, co doprowadza ich do uktadu

42z +49c = 371

-42z - 36¢ = 306 i dalej po dodaniu stronami
13c= 65
c=5

Po podstawieniu do pierwszego z rownan otrzymujemy 6z =18 czyliz=3.

Rozwigzanie jest poprawne, zgodne z metoda przeciwnych wspotczynnikow 1
podstawiania. Zwracam uwage na zastosowanie jako niewiadomych liter z i ¢ , kojarzacych
si¢ z treScig zadania. Pozwala to takze oswoi¢ si¢ uczniom z innymi niewiadomymi niz
standardowe X i y.

W

Vg
3
AN

FUNDACJA

RODZINY

MACIEJKO ..
www.maciejko.org


mailto:piotr.trufla@wp.pl

Zadanie to pozwala nam na pokazanie uczniom takze innych metod rozwigzania,
wykorzystujacych réwnania rownowazne.

Metoda I1

Po dodaniu obu rownan do siebie otrzymujemy 13z + 13¢c = 104 i po podzieleniu przez 13
z+c=38
c =8 -1z idalej przez podstawienie

6z+7(8-2)=53

6z +56 — 7z =53
z=3
c=5

Metoda 111

Mozna takze rownania stronami odja¢ ! Otrzymamy wtedy -z + ¢ = 2 a zatem c =z + 2 i dalej
jak poprzednio przez podstawienie 6z + 7( z + 2) = 53 co prowadzi nas do wyniku jak wyze;j.

Metoda 1V
Jest to polaczenie metody II i III. Po dodaniu réwnan i podzieleniu przez 13 otrzymujemy
z+c=8 .
Po odjeciu stronami -z+c=2 .
Jezeli teraz rownania raz do siebie dodamy a raz odejmiemy to uzyskamy odpowiedni:
2c=10i2z=6¢czylic=5iz=3.

Jak wida¢ metody II , III , IV nie wprowadzaja nas w $wiat liczb wigkszych od 100, nie
wymagaja skomplikowanych dzielen, co jak kazdy z nas uczacych w gimnazjum wie, coraz
wiekszej liczbie ucznidéw sprawia ktopot ( jezeli nie uzywamy kalkulatorow).

Zwracam takze uwage na fakt odejmowania réwnan stronami. Metoda przeciwnych
wspotczynnikow pokazuje uczniom, ze réwnania mozna do siebie stronami dodawac, nie
moéwige nic o innych dzialaniach. A przeciez rownania w uktadzie mozna takze odejmowac,
mnozy¢ badz dzieli¢ stronami .
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Zadanie 2
Pole boczne walca jest rowne 961 cm?, a objetosé 192 cm® . Podaj wymiary walca.

Rozwigzujac otrzymujemy uktad rownan: 2znrh = 96mn
n’h = 1927

Po podzieleniu réwnania drugiego przez pierwsze otrzymamy: 1/2 =2 czylir=41idalej h=
12.

Dzielenie uktadu réwnan stronami wykorzystuje si¢ czesSciej w szkole Sredniej w zadaniach o
ciggu geometrycznym.

Wigkszo§¢ przykladow w podrecznikach i zbiorach zadan dla gimnazjum jest tak
skonstruowanych, by odpowiedziami byty liczby catkowite, a jezeli juz utamki, to sa to
dziesi¢tne lub o mianownikach 2, 3, 4 ,5. Powoduje to, ze wigkszo$¢ uktadow rozwigzujemy
metoda mieszang. Najpierw metodg przeciwnych wspoétczynnikow a nastepnie podstawiania,

np.:

x+2y=2 /2 6x +4y=4
2x -5y =14 /(-3) -6x +15y = 42
19y =-38
y=-2 i dalej podstawianiem
3x+2(-2)=2
3X=6
X=2

Klopoty zaczynaja si¢, gdy otrzymamy w pierwszej odpowiedzi utamek o stosunkowo duzym
mianowniku, np.:

7x-3y=9 /5 35x — 15y =45
5x + 8y =23 /(-7) -35x - 56y = - 161
-7ly=-116 y =116/71

Co wtedy? Zaproponujmy uczniom dalsze rozwigzywanie juz uzyta metoda.

x-3y =9 /8 56x — 24y =72
5x +8y=23 /3 15x + 24y = 69
71x = 141 x=141/71  ijuz
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Zwracam uwage na warto$¢ 71. Jezeli mnozymy przez wspdiczynniki stojace przy
niewiadomych w poczatkowym uktadzie to w tych miejscach musimy otrzymac takie same
wartos$ci z doktadnoscig do znaku.

Na koniec chcialbym przypomnie¢ metode stosowang przeze mnie w nauczaniu uczniow
stabszych, majacych klopoty zarowno z metoda przeciwnych wspotczynnikéw jak i z czystym
podstawianiem.

Rozwiazujac uktad
3X+2y=2
2X—5y=14 mnozymy pierwsze rownanie przez 2, a drugie przez 3, otrzymujac
6x+4y =4 i dalej 6Xx =4 —4y
6Xx — 15y = 42 6x =42 +15y

Poniewaz lewe strony sa rowne to i prawe muszg by¢ réwne czyli

44y =42 + 15y
- 38 =19y
y=-2

a dalej 6x =4 —4(-2)
6x =12

X=2 .

Pracuj¢ w gimnazjum. W kazdej klasie sg uczniowie bardzo stabi, §redni oraz potencjalni
geniusze. Uwazam, ze jest moim obowigzkiem pokazanie uczniom jak najwigkszej liczby
mozliwych sposobdw rozwigzania zadania, tak by kazdy mogt wybra¢ te metode, ktora mu
najbardziej pasuje. Nie jest dla mnie wazne, jakag metoda uczen rozwigzal zadanie. Wazne, by
metoda ta byta logicznie poprawna.

Magia réwnan

O uktadach rownan napisano juz wiele, ale o ,,super nowoczesnej”” metodzie mato. Nie sztuka
jest rozwigzywanie dwoch rownan z dwiema niewiadomymi, sztukg jest rozwigzanie jednego
réwnania z zadanym rozwigzaniem. ,,Przypadkowe” rOwnanie

5x + 7y = 9 ma to rozwigzanie. Jest nim(-1, 2).
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Nowa metoda zmniejszania wspotczynnikow, polega na tym , ze kazdy wspotczynnik
zmniejszamy 0 1. Na przyktad:

4x+6y=8
3X+5y=7
2Xx+4y =6
X+3y=5

2y=4  (y=2)
X+y=3
-2X =2 (x=-1)
-3x—-y=1
-4x — 2y = 0 itd.

Zauwazmy, ze dowolne dwa rownania dajg rozwigzanie (-1, 2).
Oczywiscie jesli chee rozwigzanie (-2, 3) zaczynam od réwnania
S5x+7y =11

4x + 6y =10

3x+5y=9

2x+4y =8

X+3y=7

2y=6 (y=3)

Dalej

X+y=5

2x=4 (x=-2),

czy rOwnanie:

4x — 3y =- 17
3x—4y=-18
2x —5y =-19
X—6y=-20
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-7y =-21 (y=13) itd. A teraz zwigkszamy wspotczynniki pierwszego roOwnania:
5x—2y=-16

6x—y=-15

Ix=-14(x=-2)

Zmniejszanie, lub zwigkszanie o 1 wspotczynnikow daje zadane rozwigzanie. Dowolne dwa
wybrane réwnania tworzg uktad o zadanym rozwigzaniu. Jesli chcemy inne rozwigzanie ,
zmieniamy algorytm dzialania.

Znowu kazde dwa réwnania dajg zadane rozwigzanie.

Czasami oszukujemy, ale umiej¢tno$¢ uktadania uktadow rownan jest na wyzszym poziomie
wiedzy o uktadach réwnan, niz ich rozwigzywanie. Tu oczywiscie drugie réwnanie jest
ukryte (x + y = 1); zmniejszanie wspotczynnikow o 1 to odejmowanie tego réwnania od
poczatkowego. Czasami skrot myslowy (zmniejszenie wspolczynnikéw o 1) ukrywa dziatanie
matematyczne, ktére wykonujemy. Utamki ,,skracamy”, a nie dzielimy licznik i mianownik
przez ta samg liczbg.

Daje to nam mozliwo$¢ indywidualizacji, kazdy uczen ma swoj indywidualny uktad réwnan,
a wszyscy maja to samo rozwigzanie. Latwo widaé, ze mozemy zawsze, w zaleznosci od
algorytmy, ,,odpowiedniego” zmniejszania wspotczynnikoéw, uzyskac zadane rozwigzanie.

Zadanie na 6 dla uczniow gimnazjum

,»Uzasadnij, ze gdy wspotczynniki w uktadzie rownan:

{qx%
ax+Hy—c

a, bi, ¢ oraz ay, by i ¢, tworzg dowolne ciagi arytmetyczne, (lub srodkowy wyraz jest
srednig arytmetyczng skrajnych) to rozwigzanie jest (-1, 2) albo nie istnieje”.

Uktad

><+2 5=
SRl

ma znane rozwigzanie (-1, 2) chociaz wyglada na przypadkowy. Nie trudno dojrzymy (-1, 2)
w ciggu ($redniej) arytmetycznym. Gdy srodkowy wspolczynnik jest Srednig arytmetyczng
skrajnych wspotczynnikow to:

a*c _p
2
a+c=2b
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c=-la+2b

I wszystko wida¢. Majac 2 wyrazy ciggu arytmetycznego tfatwo mozemy uzyskac trzeci,
mnozac pierwszy przez -1, a drugi przez dwa i dodajac.

Jesli chcemy inne rozwigzanie, zmieniamy algorytm dziatania. Rozwigzanie (5, 5) uzyskamy
odejmujac od wyrazu wolnego 10

4x + 3y =35
3X+2y =25
2x+y=15

X =5 (x=5)
Yy=-5 (y=5)
-X—2y=-15

Nastepne zadanie na 6 dla zdolnych uczniow:

,Jaki jest zwigzek miedzy rozwigzaniem a wspdiczynnikami tworzacymi ciggi geometryczne
w uktadach rownan?”

Co zrobig egzaminatorzy, gdy uczniowie zaczng ,,zgadywac” rozwigzania? Czy to duza
wiedza, czy oszustwo? Czesto nasi uczniowie maja Duza wiedzg, ale obcy ,,weryfikator” —
»egzaminator” tego nie wie.

Piotr Drozdowski, nauczyciel Gimnazjum Nr 1 w Jozefowie

Krzysztof Mostowski, Uniwersytet Przyrodniczo — Humanistyczny w Siedlcach
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